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Résumé— Cet article propose des méthodes de prédiction
linéaire de processus aléatoires pour l’identification boite
noire et la simulation de systémes dynamiques non-linéaires
a temps continu. La méthode d’identification proposée uti-
lise des observations bruitées du vecteur d’état a des instants
quelconques. Elle comporte deux étapes distinctes. La pre-
miére est ’estimation des dérivées temporelles de 1’état et
la deuxiéme est ’approximation du champ de vecteurs gou-
vernant la dynamique. Pour la simulation du systéme, nous
proposons un nouveau schéma d’intégration numérique per-
mettant de prendre en compte de maniére consistante 1’er-
reur d’approximation du champ de vecteur.

Mots-clés— Identification de systémes non-linéaires a temps
continu ; méthodes non-paramétriques; processus gaussien.

I. INTRODUCTION

Cet article propose une approche par processus aléatoires
pour identification boite noire et la simulation de systémes
dynamiques non-linéaires & temps continu définis par une
équation différentielle ordinaire (EDO)

x =f(x,u), (1)

avec x € R4 (I’état du systéme), u € R? (la commande), et
f : R? x R? — R? une application non-linéaire de classe C'
(le champ de vecteur). Supposons f inconnue et x observé
aux instants t; < --- < t,,. Nous nous fixons deux objectifs
dans cet article. Le premier est d’estimer f & partir des
observations x(t1),...,x(t,). Lorsque f a été estimée, un
second objectif est de simuler le systéme, c-a-d de prédire
I’état pour tout ¢ > t,,, connaissant {u(s);s < t}.

La méthode des délais (delay embedding en anglais) est
une approche classique pour identifier de maniére non-
paramétrique un systéme a temps continu. Concrétement,
supposons les observations réguliérement espacées et no-
tons x* le vecteur (X,_,,...,Xx), avec x; := x(t;), et u®
le vecteur (ug—r,...,ux), avec u; := u(t;). Sous certaines
conditions, I’état du systéme aux instants ¢; peut étre ap-
proché en utilisant une équation de récurrence

Xp = g(Xk_l, uk—l) , (2)

ou g est une fonction choisie dans un certain espace de
fonctions, typiquement un espace de splines ou plus géné-
ralement un espace de Hilbert & noyau reproduisant (voir
par exemple [4, 7]).

Dans de nombreux cas cependant, il serait préférable de
conserver la représentation & temps continu du systéme,

c’est-a-dire d’estimer f directement & partir des observa-
tions. En identification paramétrique il existe un certain
nombre d’approches classiques : modéle dépendant de 1’état
[13], estimation fondée sur des techniques d’algebre diffé-
rentielle [3], la méthode de la fonctionnelle de moment de
Poisson (voir par exemple [6]), etc. A notre connaissance,
aucune approche non-paramétriqgue n’a encore été propo-
sée en temps continu. Dans cet article, nous proposons une
méthode d’estimation de f en deux étapes. La premiére
étape consiste a approximer la dérivée de 'état & partir
des observations. La seconde étape consiste & construire
une approximation de f & partir des observations et des
estimées de la dérivée. Comme indiqué ci-dessus, nous uti-
lisons une modélisation par processus aléatoires (PA) : un
premier PA, fonction du temps, est utilisé pour modéliser
I'état du systéme et un second PA, fonction de ’état x et
de la commande u, modélise le champ de vecteurs f. L’uti-
lisation d’un tel cadre probabiliste permet de quantifier fa-
cilement et de maniére consistante les erreurs d’estimation
produites & chaque étape. De plus, les modéles aléatoires
considérés permettent de proposer une méthode de simu-
lation originale d’EDO.

Cet article est organisé de la maniére suivante. La sec-
tion II rappelle des notions fondamentales de prédiction
linéaire de processus aléatoires. Les sections III et IV pré-
sentent nos méthodes d’identification et de simulation.
Pour finir, la section V fournit un exemple illustratif.

II. PREDICTION LINEAIRE DE PROCESSUS ALEATOIRES

Dans cette section, nous rappelons briévement les prin-
cipes de prédiction linéaire (PL) et de krigeage intrin-
seque (KI) [5]. Le KI est apparu en géostatistique (voir
par exemple [2]) et sera utilisé ici pour construire des ap-
proximations de fonctions non-linéaires. Considérons une
fonction z : T — R, ou T est un ensemble de paramétres
(T C R?, par exemple). Nous souhaitons construire une
approximation de z a partir d’'un nombre fini d’observa-
tions z(t;), i € {1,...,n}. Une idée classique est de modé-
liser z(t) par un PA et de calculer la moyenne des réalisa-
tions du PA qui interpolent les observations. En général,
on ne sait pas calculer cette moyenne de maniére efficace
mais la théorie de la PL et du KI permet d’en obtenir une
approximation linéaire par rapport aux observations (On
parle aussi de meilleur prédicteur linéaire non-biaisé).

Soit (2, .A,P) un espace de probabilité et notons £ :
QxT — R un PA du second ordre, c-a-d un ensemble
de variables aléatoires de variances finies indexées par les



éléments de T. Notons m(t) := E[¢(t)] la moyenne de £(t)
et k(t,s) := Cov(&(t),&(s)), t,s € T, sa fonction de cova-
riance. Comme z est supposée étre une réalisation incon-
nue du processus £, chaque observation z(¢;) correspond a
une réalisation de la variable aléatoire £(¢;). De nombreuses
propriétés découlent des caractéristiques de la covariance,
notamment dans le cas de processus aléatoires gaussiens.
En particulier, lors de la mise en place du modéle aléatoire,
il est essentiel de choisir k selon la régularité, la différen-
tiabilité, les propriétés spectrales, etc. de z. Par manque
de place, nous ne parlerons pas de ces aspects, qui sont
largement étudiés dans la littérature statistique. En pra-
tique, la covariance est choisie dans une classe de fonctions
définies positives paramétrées. Les paramétres sont habi-
tuellement estimés en utilisant un critére d’adéquation aux
observations, comme le mazimum de vraisemblance [8].

A. Eléments de prédiction linéaire

Les processus aléatoires & moyenne nulle sont tels que
leur fonction de covariance est un produit scalaire de
L?(Q, A,P). En effet si Vt € T , m(t) = 0, alors Vt,s € T,
(&(1),&(8)) 2 = E[£(t)E(s)] = k(t,s). Notons H Despace
de Hilbert engendré par le processus & moyenne nulle &,
c-a-d le complété de l'espace vectoriel dont les éléments
sont des combinaisons linéaires des variables aléatoires £(t),
t € T, muni du produit scalaire (£(t),£(s))r2 = k(t, s).

Soit &y une variable aléatoire dans H. Supposons ob-
servé un ensemble fini de variables aléatoires & € H,
i = 1,...,n. Le meilleur prédicteur linéaire de &, & par-
tir de &i,...,&, correspond a la meilleure approximation
pour la norme L? de & par une variable aléatoire §p de
Hs = vect{&1,..., &0} El(& — &)?] (la moyenne du carré
de Derreur entre la variable et son prédicteur) est minimi-
sée si et seulement si fAO est_la projection orthogonale de
&o sur Hg. Par conséquent, &y est une combinaison linéaire
des VA &1,...,&, et les coefficients de cette combinaison
s’obtiennent comme solution d’un systéme d’équations li-
néaires. Nous donnerons plus de détails dans la section sui-
vante.

B. Krigeage intrinséque

Le krigeage intrinséque permet d’obtenir un prédicteur
linéaire lorsque la moyenne de £(t) est une fonction linéai-
rement paramétrée inconnue. Nous rappelons dans cette
section les principaux résultats [5].

Tout PA £ peut s’écrire comme somme d'un PA de
moyenne nulle et d’une fonction déterministe (la moyenne
de &). Dans cet article, nous restreignons la présentation
du KI au cas ou la moyenne de £ est polynomiale. Dans ce
cas

£(t) = Z aipi(t) +n(t), (3)

ot 7n(t) est un PA de moyenne nulle et ou les p; forment
une base de polyndémes a d variables. Notons P l’espace
de dimension m engendré par les fonctions {p;}i=1,... m et
H,, l'espace de Hilbert engendré par 7. Lorsque m(t) est
connue, les résultats de la section précédente peuvent étre
réutilisés en considérant la prédiction de £(t)—m(t). La dif-
ficulté de I'extension de la PL au cas ol m(t) est inconnue

vient du fait que les espaces H,, et P sont de natures diffé-
rentes, et donc, il n'y a pas de produit scalaire canonique
dans I'espace engendré par £ pour appliquer le théoréme de
projection orthogonal.

Pour remédier a cette difficulté et travailler aisément avec
les PA ayant une moyenne inconnue dans P, Matheron [5]
introduit la notion de processus aléatoire généralisé (PAG)
qui étend celle de PA. Soit A 'espace vectoriel des mesures
a support fini, c-a-d I'espace des combinaisons linéaires
S Aidi,, ot §y est la mesure de Dirac en t. Soit Ap.
le sous-ensemble des éléments de A qui s’annulent sur P.
Donc, A € ]\pL implique

(A z) = Z)\iz(ti) =0, VzeP.
i=1

Si &(t), t € T, est un PA du second ordre, 'application
linéaire

€A — H = vect{&(t) ;t € T}

A=Y Nd, e ) = oAk,
=1 1=1

étend £(t) sur A. (A, 1) 5 = (E(N), €(u)) 7 définit un produit
scalaire sur A. Soit A le complété de A muni de ce produit
scalaire. Nous pouvons étendre £(\) sur A par continuité et
nous obtenons alors un PAG. Notons que pour tout A € A,
EEN)] = (A\,m(-), et pour tout A = 3, \idy, € A et
=3, 1j0s; €A,

k(A 1) == Cov[§(A), &(w)] = Z Aipgk(ti,sp) - (4)

k(A 1) peut étre étendu sur A par continuité de I'opéra-
teur de covariance. Notons aussi Ap. le complété de Ap.
muni de la norme issue du produit scalaire (-, ). Puisque
A € Ap. filtre toute fonction de P, si la moyenne de £(t) est
dans P, alors VA € Ap., £(A) est une variable aléatoire de
moyenne nulle. Remarquons également que VA, € Apo,
k(A 1) = (A p)a.

Nous rappelons maintenant les principaux résultats du
KI. Soit £ un PA de moyenne m(t) € P et de covariance
k(t,s). Soient &p,&1,...,&, des variables aléatoires dans
H = vect{&(t) ; t € T}. Pour tout 7 € {0,1,...,n}, il
existe un élément \; € A tel que & = £()\;). Considé-
rons un modéle d’observations avec bruit additif de sorte
que les observations correspondant & des réalisations des
VA €995 = ¢ + ¢4, i=1,...,n, ot les g; sont des VA, de
moyennes nulles, indépendantes de £(t), et de matrice de
covariance K.

Le prédicteur du krigeage intrinséque de &y a partir des
ffbs est la projection linéaire

é\o = Z G/O’ig,?bs = 5(5\‘5) + Z aO,iEi (j\g = Z ao,i)\i)
=1 i=1 i=1
(5)

de & sur Hg = vect{¢?™ i = 1,...,n}, telle que la va-

riance de l'erreur de prédiction £y — &y est minimisée sous
la contrainte

Ao — j\g =Xy — Zaoyz)\i S AfPL. (6)

i=1



Les coefficients ag 4, ¢ = 1,...,n, sont solutions d’un sys-
téme d’équations linéaires [5], qui peut s’écrire sous forme

matricielle
) ( o ) ( o ) ’ ( )
Ho Po

K+K. PT
(<P %
ou K est la matrice carré d’ordre n dont les coefficients sont
kE(Ai, N;), 4,5 = 1,...,n, P est une matrice de dimension
m x n dont les coefficients sont (\;,p;) pour j =1,...,n
et 1t = 1,...,m, uo est un vecteur de coefficients de La-
grange, kg est un vecteur de taille n avec comme coefficients
kE(Xi, Xo) et po est une vecteur de taille m de coefficients
<)\O;pi>; 1= 1, ceey, M.
La variance de erreur de prédiction, qui correspond &
I'incertitude de la prédiction, est donnée par

70>« = Varlg — &
= k(Xo, Mo) — 2agko +ad(K+K.)ag  (8)
= k()\o, )\0) — agko — pgﬂg .
Cette variance, également appelée variance de krigeage,
permet de donner des intervalles de confiance sur la pré-

diction. Dans les paragraphes suivants, nous utiliserons les
notations suivantes

{ IC(&O | g?bsa e ,g’gbs) = aOT7 .
V(& [ €55, &%) »= Var[€o — & -

C. Prédiction des dérivées

(9)

Dans cette section, nous rappelons comment utiliser le
krigeage intrinséque pour estimer les dérivées d’'un PA &
partir d’observations ponctuelles [10]. Pour simplifier 1'ex-
posé, supposons T = R. Rappelons qu'un PA £(¢) du second
ordre de moyenne nulle et de fonction de covariance k(¢, s)
est différentiable en moyenne quadratique en ¢ si

1

(1) = (€0t + h) — (1) (10)
converge en moyenne quadratique lorsque h — 0. La li-
mite existe si et seulement si 9%k (u, s)/Ouds existe au point
(t,t). Si&(t) est différentiable en moyenne quadratique pour
tout t, le processus limite est appelé le processus dérivé et
nous le notons €. Les dérivées d’ordre supérieur sont obte-
nues par itération et sont notées £("). On vérifie facilement

que
oatr

Covle@ (D), €0(3)] = mkltis). (1)

Nous étendons maintenant la notion de différentiabilité
aux PAG. Soit 7, : A — A l'opérateur de translation tel
que pour A =Y. N6y, € A, ThA = >, X\i6¢, . Posons

)\h = %(Th)\ — )\).

Un PAG {¢(N\) ; A € A} est dit différentiable en moyenne
quadratique en A € A si £(\p) converge en moyenne qua-
dratique lorsque h — 0. Quand la limite existe, on la note
£(N). Si 9%k(u,s)/duds existe en (t,t) pour tout ¢t € R,
alors &(\) est différentiable en moyenne quadratique pour
tout A [voir 10]. Remarquons que si £()\) existe, il existe
également A € A tel que £(\) = &(N).

Les dérivées d’ordre r sont notées £ () et les éléments
de A tels que £ () = £(A()) sont notés A" . Etant donné
A=, )\iégi) et p =73, Wsﬁjj) dans A, il est facile de

vérifier que

aCIiJrrj

Cov[¢(N),&(n)] = %:(-U”Aiujmk(tiﬁj) :

Nous invitons le lecteur a se reporter a [10] pour plus de
détails.

III. METHODE D’IDENTIFICATION EN DEUX ETAPES

Dans cette section, nous présentons une méthode d’iden-
tification boite noire de systémes non-linéaires & temps
continu & partir d’'un nombre fini d’observations (pouvant
étre bruitées) du vecteur d’état!.

Pour éviter de compliquer les notations, la présentation
sera faite dans le cas d’un état scalaire (d = 1). La générali-
sation & plusieurs dimensions est immédiate (comme nous
le verrons dans l'exemple de la section V). Comme indi-
qué dans l'introduction, la méthode comporte deux étapes.
L’objectif de la premiére étape est d’estimer la dérivée de
I'état x. La seconde étape consiste a calculer une approxi-
mation f de f.

A. Estimation des dérivées de ’état

Soit {#$%%, i = 1...n} un ensemble d’observations brui-
tées de I’état aux instants t;, qui peuvent étre irrégulié-
rement espacés. Notre objectif est d’estimer #(t), t € R, a
partir des observations. Considérons un PA X € R différen-
tiable en moyenne quadratique, indicé par R, de moyenne
m constante mais inconnue, et de fonction de covariance
kx (au moins) deux fois différentiable. Supposons de plus
que x est une réalisation de X, et que le bruit est modé-
lisé par des variables aléatoires V;, i = 1,...,n, i.i.d, de
moyenne nulle et variance connue o3-. Donc, pour tout i,

29PS est une réalisation de la variable aléatoire

X5 = X () + Vi (12)

En utilisant les résultats de la section II-C, la dérivée
de z en t;, ¢ = 1...n, peut étre estimée en calculant le
prédicteur X(ti) par KI de X(ti) a partir de X;bs, j =
1,...,n. Concrétement, pour tout ¢ = 1, ..., n, &(¢;) peut
étre estimé par

@(t;) = Kx (X (t;)]X°%) x>, (13)
avec
XObs = (XPPS, L, XOP)T et
Xobs — (:L.cl)bs, . :E%bs)T .

La notation Kx indique que la covariance kx est utilisée
pour calculer les coefficients du krigeage. La variance de
I'erreur d’estimation est donnée par Vyx (X (t;)|X°b%).

LCette méthode pourrait également étre appliquée si le vecteur
d’état n’était que partiellement observé a condition que la partie man-
quante se déduise par opérations linéaires (par exemple intégration ou
dérivation) sur les composantes observées. En effet le krigeage permet
de prédire toute opération linéaire sur un PA. Par manque de place
nous n’aborderons pas ce point.



B. Approximation du systéme

L’étape suivante de notre méthode d’identification est
I'approximation de la fonction f : R x R? — R en utilisant
les dérivées estimées par (13). (Sid > 1, chaque composante
fiyi=1,...,d, de f doit étre estimée séparément.) Suppo-
sons que f est une réalisation d’'un PA F', indicé par x et u,
de moyenne m(x,u) et de covariance kp{(z,u), (z/,0’)},
o (z,u), (z',u’) € R x R?. Comme mentionné a la sec-
tion II-B, m(x,u) peut étre une constante inconnue ou un
polynéme en x et u, ce qui permet d’inclure des connais-
sances a priori sur f (par exemple, on peut imposer a F'
une tendance linéaire suivant z ou u [11]). Pour lapproxi-
mation de f, deux cas sont & considérer suivant que le bruit
d’observation est faible ou fort.

Lorsque le bruit d’observation est faible, nous suppo-
sons que l'erreur d’observation (la différence entre x> et
x(t;)) peut étre négligée. Alors, pour tout i, la dérivée es-
timée (13) peut étre vue comme une réalisation de F au
point (x2”%,u(t;)) ~ (z(t;),u(t;)). L'erreur d’estimation de
la dérivée de I’état est prise en compte en introduisant une
variable gaussienne W; indépendante de moyenne nulle et
de variance égale a VX(X(U>)|X°bS). Ainsi, pour tout i, dé-
finissons la variable aléatoire FPS := F (2 u(t;)) + W;.
Pour tout = et u, le prédicteur ﬁ(x, u) par KI de F(z,u)
a partir des variables Ffbs, i =1,...,n, peut étre utilisé
pour obtenir une approximation de f(z,u), s’écrivant

f(az, u) = Kp(F(z,u) | F"bs) % (14)
avec
Fobs (FPPs, . F™)T et

La notation Kg indique que la covariance kg est utilisée
pour calculer les coefficients du krigeage.

Dans le cas d’un bruit fort, I’erreur sur la position de I’ob-
servation de I’ doit étre prise en compte. Le modéle d’obser-
vation peut s’écrire F°PS 1= F(z(t;) + Vi, u(t;)) + W;, avec
V; le bruit d’observation de I’état. Bien str, la covariance
entre FPP et F(2',u’) nest pas kp{(z(t;), u(t;)), («/,0')}.
Cependant, la covariance peut étre calculée et un prédic-
teur similaire & (14) peut étre obtenu a nouveau. Dans la
littérature du krigeage, la modification de la fonction de
covariance due & des incertitudes sur la position d’obser-
vation est un probléme classique (voir [2], p. 74-80). Bien
qu’important en pratique, le cas du bruit fort ne sera pas
développé dans cet article par manque de place.

Aprés la deuxiéme étape de la méthode d’identification,
une approximation f de f est obtenue. Nous pouvons en-
suite utiliser un solveur classique d’EDO pour simuler le
systéme x = f(x,u). Cependant, nous pensons que 'erreur
d’approximation de f doit étre prise en compte durant la
simulation. Dans la section suivante nous proposons une
méthode d’intégration qui utilise le point de vue des PA
présenté précédemment afin de tenir compte de cette er-
reur d’approximation.

IV. SIMULATION

Dans cette section nous proposons une méthode d’inté-
gration numérique de ’équation différentielle (1) fondée sur
une modélisation aléatoire du vecteur d’état. Comme dans

la section III, nous supposerons que d = 1 pour simplifier
la présentation. Le schéma d’intégration proposé est une
méthode a pas multiples (voir par exemple [1]) dont un
prédicteur de ’état peut s’écrire

p q
Tn+1 = Zaiznfi + Zﬁjf(xnfja u((n - ]>h>> y > 07
=0 j=0

(15)
ot h est le pas d’intégration et x, est la prédiction de
x(nh) étant données les conditions initiales zy := z(0),
x_1:=x(—=h), x_g := x(—2h),... Dans les méthodes clas-

siques, les coefficients o; et [3; sont obtenus par minimi-
sation de 'erreur de prédiction en supposant une approxi-
mation polynomiale de . Dans la méthode proposée, les
coeflicients sont obtenus comme résultat de la meilleure
prédiction linéaire du PA X.

Dans un premier temps, supposons f connue. Pour pré-
dire xp41 & partir de z,,...,Tp—q, ¢ > 0, considérons le
prédicteur X ((n + 1)h) par KI de X ((n+ 1)h) & partir de
X (nh) et X((n—q)h),..., X (nh). Alors, une prédiction de
I’état au pas n + 1 s’écrit

Tnt1 = Kx (X((n+1)h) |
X(nh), X((n - q)h),..., X(nh)) x4, (16)

avec X, := (Xn,Xn_q,---,%n) " et, pour tout i,

z; := f(xi,u(ih)) . (17)

Remarque 1 Le prédicteur (16) est un cas particulier
de (15) avec p = 0 (voir Figure 1). Quand p = 0, la stabilité
du schéma d’intégration (15) est assurée si ap < 1 [1].
Dans (16), on a ap = 1 en raison de (6). Ceci explique
notre choix de considérer une prédiction linéaire sans les
termes X ((n — 1)h), X ((n — 2)h), etc.

Remarque 2  Supposons la covariance stationnaire,
ce qui implique qu’il existe une fonction kis, telle que
k(t,t') = kiso(h), avec h = |t — ¢/|. Alors la méthode d’in-
tégration proposée est consistante. De plus si kiso(h) est s
fois différentiable & lorigine, alors E [()?((TL+ Dh)—X((n+
1)h))2} = O(h*). Nous ne fournissons pas la preuve de ce
résultat par manque de place.

Lorsque f est estimée, il est possible de prendre en
compte 'erreur d’approximation de f dans le schéma d’in-
tégration proposé précédemment. Dans ce cas, nous consi-
dérons a la place de (16) le prédicteur linéaire X ((n+ 1)h)
par KI de X ((n+1)h) apartir de X (nh) et X ((n—i)h)+W;,
i =20,...,q, ol les W, sont des variables aléatoires indé-
pendantes de moyennes nulles et de variances égales a

VE(F G-y u((\ = )0) [ F = 00,...,\).

Ici, W; représente incertitude de &((n—i)h) due a erreur
d’approximation de f. Bien stir, f sera remplacé par f pour
le calcul de #; dans (17).

V. EXPERIENCE

Dans cette section, nous présentons quelques résultats
expérimentaux pour illustrer les procédures d’identification
et de simulation proposées. Nous considérons une équation



(n—2)h (n—1)h nh (n+1)h

Fig. 1. Illustration du schéma d’intégration proposé

différentielle non-linéaire de type Lotka-Volterra comman-
dée
T1(t) = ary — Prize +ur,
io(t) = —yry — 0122 + Uz,

f1(5017502,U1) =
fg(.’I]l,.’I]Q,Ug) =

(18)
aveca=v=1,0=0.2,§=0.5¢et
ui(t) = 5Hcos?(t/exp(1))cos?(t),
us(t) = 5cos?(t/exp(1))sin®(5t).
L’ensemble des observations est constitué de n = 40
échantillons du vecteur d’état aux instants 0,h,...,(n —

1)h, avec h = 0.5, simulés en utilisant un solveur d’EDO
standard et altéré par un bruit blanc gaussien de loi
N (1,00r~%). Les composantes de 1’état sont modélisées par
deux PA indépendants X; et X5 de moyenne inconnue
et constante et de covariance choisie dans la classe des
fonctions de Wendland (voir par exemple [12]). La classe
des fonctions de Wendland fournit des covariances station-
naires & support compact. Ici, la fonction de classe C®

kx(t,5) = 0% (1—h/p)" (32(n/p)* +25(h/p)* +8h/p+1),

h = |t — s|, a été utilisée comme fonction de covariance a
la, fois pour X; et pour Xy. Les paramétres o2 et p ont
été estimés par maximum de vraisemblance [8]. La figure 2
montre les composantes du vecteur d’état et leurs dérivées,
estimées suivant la premiére étape de la procédure d’iden-
tification par KI (Section ITI-A).

L’étape suivante de la procédure d’identification consiste
a obtenir une approximation de f. Ici, les deux composantes
de f sont modélisées par deux PA indépendants F; et Fy,
avec une moyenne inconnue de la forme oo+ 121 + oz +
o 1T1T2 + 042701'% + ao,gxg et une fonction de covariance
généralisée s’écrivant kp(x,x) = arh — agh® + ash®, avec
h = ||lx—x'||. Les paramétres a; > 0 sont estimés par maxi-
mum de vraisemblance. Les figures 3 et 4 illustrent ’ap-
proximation de la premiére composante de f obtenue sui-
vant la deuxiéme étape de notre méthode d’identification.
Notons que les choix que nous avons effectués pour les co-
variances découlent de considérations classiques (voir [9]).

Aprés que f a été estimée, nous prédisons la trajectoire
du systéme & partir de ¢ = 20. Dans la figure 2, nous mon-
trons le résultat de la simulation obtenue par la méthode
présentée a la section IV. L’erreur de prédiction reste petite
et ne grandit pas avec le temps.

VI. CONCLUSION

L’approche originale que nous proposons pour l'identifi-
cation boite noire et la simulation de systémes non-linéaires

60

40

20

Fig. 4. Lignes de niveau dans le plan (z1,z2) de la différence
en valeur absolue entre fi(z1,x2,0.47) et son approximation

ﬁ(zl,x2,0.47) obtenu par notre méthode. Les cercles indiquent
la position des observations.

a temps continu se fonde sur les processus aléatoires et le
krigeage intrinséque. Ce cadre probabiliste permet la quan-
tification des erreurs d’approximation et 1’élaboration na-
turelle d’'un schéma d’intégration consistant. De plus des
résultats expérimentaux prometteurs ont été obtenus.

REFERENCES

[1] J.C. BUTCHER : Numerical Methods for Ordinary Dif-
ferential Equations. Wiley, 2003.

[2] J.-P. CHILES et P. DELFINER : Geostatistics : Modeling
Spatial Uncertainty. Wiley, New York, 1999.

[3] M. Frigss, C. JOIN et H. SIRA-RAMIREZ : Complex
continuous nonlinear systems : Their black box identi-
fication and their control. In Proc. SYSID 2006, 2006.

[4] A. GIRARD, C. E. RASMUSSEN, J. Quinionero CAN-
DELA et R. MURRAY-SMITH : Multiple-step ahead pre-
diction for non linear dynamic systems — a Gaussian
Process treatment with propagation of uncertainty. In



30

20

10

20

10

-10

=20

-30

Fig. 2. Simulation du systéme (18). Trait plein : x1(t), x2(t), £1(t) et £2(t) calculé par un solveur ODE. Cercles :

® O X <
L ®<D % X XX XX X
X KX >g<
L <D X % +
D ¢ K
) x X X
D ®® O X
0] T % X T
L SN 3 AR A I,
o 0 of LN
f ¢ 7%
0 10 20 30 40 50
(t,21(1))
L o« % i
O C@ % X A
i o P e ><><><><>< * \:
§ 5 g 1
X X
% ¢ b X X'
D ¢ i % X
| @ ® X <
0 10 20 30 40 50

(tv j1(t))

12 ‘
X
®
10 [ @ % ><>< %& L
8 | S )
T Co Kk e X
6 ~O !
(D XK X
b o 0 b O x \ §x* X o
4 + @ % @ & X>§< A ?XXX*
¥ % g ¥ ¥ X
2 L
O ! ! !
0 10 20 30 40 50
(t,22(t))
ol
6 I ) % |
ap 9q | ko 4]
X
2 | CD@) X o« X
Cg)@ CD J X ><>§< ; . ;
OG0 & q}@%? ofl L L T
X XXX X
-2t C@ Gy itk % ) T X
‘ @ ¥ X 4 X
o LR X
_4 L (D x Y
X
_6 L L L
0 10 20 30 40 50

(t,@2(t))

observations et dérivées

estimées lors de la procédure d’identification. Croix : composantes du vecteur d’état et leurs dérivées obtenues par la méthode de simulation
proposée. La trait vertical en ¢ = 20 représente le début de la simulation.

5]

[6]

7]

18]

S. BECKER, S. THRUN et K. OBERMAYER, éditeurs :
Advances in Neural Information Processing Systems,
volume 15, pages 529-536. MIT press, 2003.

G. MATHERON : The intrinsic random functions, and
their applications. Adv. Appl. Prob., 5:439-468, 1973.
G.P. RAO et H. UNBEHAUEN : Identification of
continuous-time systems. IFEE Proceedings - Control
Theory and Applications, 153(2):185-220, 2006.

J. SJIOBERG, Q. ZHANG, L. LJUNG, A. BENVENISTE,
B. DELYON, P.Y. GLORENNEC, H. HIALMARSSON et
A. JUuDITSKY : Nonlinear black-box modeling in sys-
tem identification : a unified overview. Automatica, 31
(12):1691-1724, 1995.

M. L. STEIN : Interpolation of Spatial Data : Some
Theory for Kriging. Springer, New York, 1999.

19]

[10]

[11]
[12]

[13]

E. VAzQUEz :  Modélisation comportementale de
systémes non-linéaires multivariables par méthodes a
noyauz et applications. Thése de doctorat, Univ Paris
XI, Orsay, France, 2005.

E. VAzZQUEZ et E. WALTER : Estimating derivatives
and integrals with kriging. In IEEE /4th Conference
on Decision and Control, 2005.

E. VAZQUEZ et E. WALTER : Intrinsic kriging and prior
information. Appl. Stoch. Models Bus. Ind., 2005.

H. WENDLAND : Scattered Data Approximation. Cam-
bridge University Press, New York, 2005.

P. Youna, H. GARNIER et A. JARVIS : The identifica-
tion of continuous-time linear and nonlinear models : a
tutorial with environmental applications. In In Proc.
SYSID’2003, 2003.



