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Résumé — Nous considérons la liaison montante d’un réseau avec N transmetteurs mobiles et un seul récepteur (canal A accés multiple).
Les terminaux contrdlent eux-mémes leur puissance de transmission dans le but de maximiser I’efficacité énergétique de leurs communications
(bits par seconde transmis sans erreur, sur unité de puissance). Ce probléme est modélisable par un jeu non-coopératif. Les travaux existants
permettent d’affirmer I’existence et 1’unicité de 1’équilibre de Nash de ce jeu. Malheuresement, cet équilibre peut étre tres inefficace (au sens de
Pareto ou au sens du bien étre social). Dans cette étude, nous proposons d’améliorer I’efficacité de 1’équilibre de ce jeux en tenant compte du
fait que ’interaction entre joueurs se fait généralement sur plusieurs coups. Nous nous placons dans le contexte des jeux répétés afin d’étaler
la condition d’équilibre dans le temps. Pour une durée aléatoire et des gains de canaux stochastiques, nous proposons une stratégie d’équilibre
parfaite en sous jeu, qui garantit aux joueurs des utilités Pareto-optimales.

Abstract — We consider a distributed wireless network represented by a multiple access channel including N mobile terminals and a fixe base
station. Terminals choose themselves the way they control their power with the aim of maximizing the energy efficiency of their communications.
This problem can be seen as a non-cooperative strategic game. The existing works allow to assert the existence and the uniqueness of the Nash
equilibrium of this game. Unfortunately, this equilibrium can be very ineffective (in the sense of Pareto or in the sense of the social welfare).
In this study, we suggest improving the efficiency of the equilibrium of this game by taking into account the fact that the interaction between
players is generally made on several slots. We take place in the context of the repeated games to spread the equilibrium condition on the time.
For unpredictable duration and stochastic channels gains, we propose a sub-game perfect equilibrium strategy, which guarantees to the players
Pareto-optimales utilities.

1 Introduction mettent sur des intervalles de temps (durée d’un paquet), que
nous appellerons étapes du jeu répété, sur lesquels les canaux
sont supposés statiques. A chaque étape, les canaux sélectif
en temps mais non sélectifs en fréquence, notés h;, sont tirés
de maniére indépendante sur un ensemble admissible : |h;|? €
[nmin pmaz] Nous supposons vérifiée I’hypothése de récipro-
cité des canaux montants et descendants. De plus, nous sup-

L’ allocation optimale de puissance de transmission dans un ca-
nal a acces multiple est, en général, calculée de maniere cen-
tralisée par le récepteur (station de base ou point d’acces au
réseau) et transmise comme un message de contrdle a tous
les utilisateurs du réseau. Dans un resaeu cellulaire par ex-
ample, cette solution est réaliste lorsque la station de base est

dotée d’une grande capacité de calcul et possede toutes les in-
formations requises pour résoudre le probleme d’optimisation
global, e.g. réalisation des canaux, contraintes de puissance,
etc. Cependant, dans le cas des réseaux auto-configurables,
e.g., réseaux ad-hoc, il est possible de trouver des récepteurs
avec des fortes limitations de calcul et donc, incapables de
résoudre un probleme d’allocation optimale de puissance. Pour
dépasser cette contrainte, nous considérons un reseau décentra-
lisé. Nous focalisons notre étude sur les différents concepts
d’équilibre afin de garantir une solution suffisament robuste.
Méme si les mécanismes de communication, les émetteurs, les
récépteur n’ont qu’une rationnalité limité, il est raisonnable de
supposer que les ingénieurs qui les programment sont aussi in-
telligents que possible. Le concept d’équilibre en théorie des
jeu propose une solution a ce probleéme, caractérise les com-
portements rationnels et discrédite les autres.

2 Modeles
2.1 Modéle de canal

Nous considérons un canal a acces multiple, décentralisé au
sens du contrdle de puissance, pour lequel [V utilisateurs trans-

posons que les terminaux sont capables d’estimer avec une er-
reur négligée leur canaux montants (via un mécanisme de séqu-
ences d’apprentissage, une boucle de retour, etc). Le signal
recu par la station de base p?\}lt s’écrire:

Y = ZhiXi +Z (D)
1=1

avec E|X;|? = p; et Z ~ CN(0, 0?). Pour chaque utilisateur

t € N, le rapport signal sur interférence plus bruit (RSIB) est

donné par: )
pilhil

222 Pilhi|* + o
Par la suite, on notera p_;h_; = >_, pjlhj|®. La stratégie
du terminal ¢ (joueur ¢) consiste a choisir, pour chaque paquet

émis, le niveau de puissance d’émission p; € P; = [0, p["**]
afin de maximiser sa fonction d’utilité définie par:
rif (i) .
ui(pi, p—i) = rif () ie{l,...,N} 3)

K2

ou 7; est le débit utile de transmission en bits par seconde et
la fonction f est une fonction d’efficacité de la transmission; f



représente typiquement le taux de succes de transmission des
paquets. Comme indiqué par [1], il est tres réaliste de supposer
les propriétés suivantes : f est croissante; f : RT — [0,1] est
sigmoidale (i.e. elle est strictement concave sur un intervalle
10, @[ puis strictement convexe sur Jor, +00[.

Nous allons voir comment les terminaux peuvent utiliser le
contexte d’un jeu de t€lécommunication pour répondre au pro-
bleme de contrdle de puissance de transmission. Notre contri-
bution sera I’étude de cette interaction dans le cadre d’un jeu
qui se déroule sur plusieurs étapes et plus précisément, un jeu
répété.

2.2 Modéele de jeu en un coup

Avant de préciser le modele de jeu répété que nous proposons

dans la section suivante, il nous faut rappeler le modele de jeu

en un coup qui constitue une des références a laquelle nous de-

vons comparer notre approche. Le modele de jeu non-coopératif
en un coup (dit encore jeu statique) avec information complete

a été introduit par [2]. Nous rappelons brievement ici ce modele

ainsi que les résultats principaux correspondants.

Tout d’abord la continuité de chaque fonction d’utilité u;
en p = (p1,---,pn) et la quasi-concavité de u; en p; sur
des ensembles compacts et convexes assure, par le théoréme
de Debreu-Fan-Glicksberg (voir par exemple [3]), 1’existence
d’un équilibre de Nash en stratégie pure pour le jeu en un coup.
L’unicité de 1’équilibre est assurée car les correspondances de
meilleure réponse sont standard au sens de [4].

Théoreme 1 (Goodman, Mandayam, [2]) Le vecteur des puis-
sances a I’équilibre de Nash, noté p* = (pi,--- ,pj), corre-
spond a I’'unique solution du systeme d’équations suivant :

d .
( Ui(ﬁ)zo) Svi=v%1i€{l,...,N}
dp; iEN

avec * unique solution de I’équation : z f'(x) — f(x) = 0.
Pour chaque joueur i € {1,...,N}, nous caractérisons la

puissance et l'utilité d’équilibre grdce aux les formules suiv-
antes :

2 *
* g Y

o o Inil2 1)
FT P T (N -

; !
K2 0,2 'Y*

(1= =1)y").

Pour des raisons de place, nous ne nous étendrons pas sur le
1

cas v* > -7 ainsi que le probleéme des contraintes de puis-
sance (voir la référence [5] ou ce probleme est bien traité).

Il est important de remarquer que les joueurs n’ont pas be-
soin d’une connaissance complete de 1’état du jeu pour jouer la
stratégie d’équilibre. Nous pouvons donc prédire le comporte-
ment non-coopératif des joueurs des qu’ils connaissent le bruit
o2 et le gain de leur propre canal |h;|?. Contrairement au cas
du mécanisme de tarification [6], cette propriété nous permet
de formuler une solution décentralisé autant au niveau du calcul
qu’au niveau stratégique. Cependant, les conditions d’équilibre
imposées a chaque étapes par ces protocoles se traduisent en
perte d’utilité pour les joueurs. Notre alternative consiste a
étaler la condition d’équilibre dans le temps tout en conservant
cette propriété d’information minimale. Nous présentons une
stratégie d’allocation de puissance décentralisée qui vérifie la
condition d’équilibre du jeu répété et nous permet de garantir
aux joueurs une utilité Paret-optimale.

2.3 Modele de jeu répété

Nous divisons la durée de I’interaction en intervalles de trans-
mission que 1’on appelera les étapes du jeu répété. A chaque
étape, il existe une probabilité non nulle qu’un joueur arréte sa

transmission ou qu’un nouveau joueur commence a transmet-
tre. Cependant les puissances des joueurs a 1’équilibre dépendent
du nombre de joueur N. Nous supposerons donc que pour
chaque variation du nombre de joueurs, un jeu répété se termine
et un nouveau jeu débute. C’est donc la station de base qui in-
forme les utilisateurs de toute entrée ou sortie d’un des joueurs
du jeu. Cette variation du nombre de joueur étant aléatoire, la
station de base estime empiriquement une probabilité d’arrét
du jeu A valable a chaque étape.

Finalement a chaque début de jeu la station de base envoie a
tous les joueurs la probabilité d’arrét estimée ainsi que le nom-
bre précis de joueurs. Nous allons définir une utilité des joueurs
qui prenne en compte la durée aléatoire de 1’interaction.

Supposons qu’a chaque étape le jeu s’arréte avec une proba-
bilité A. La probabilité que le jeu s’arréte a 1’étape ¢ sera donc
A(1 — \)i=L. Nous définissons I’histoire du jeu jusqu’a I’étape
t comme la suite des vecteurs de puissances p* = (pf,--- ,py)
jouées aux étapes précédentes : o' = {(p',...,p"" 1)} € H*
avec H! I’ensemble des histoires jusqu’a I’étape t. Une stratégie
pure pour le joueur i est une suite de fonctions (7});>1 avec
Vvt 7l HY — [0, piteX], pit@x étant la puissance maximale
d’émission du joueur . Pour chaque joueur et chaque étape, on
adonc : 7} (Qt) = pt. Le vecteur de stratégie T = (7;);cp in-
duit une suite d’action conjointe (p!, ..., p’,...) et une suite de
paiements d’étapes (u', ..., u’,...). L'espérance des paiements
du joueur ¢ dans le jeu répété, avec a chaque étape la probabilité
d’arrét ), est donnée par la moyenne escomptée :

9i(7) = > A1 =N us(ph). (4)

t>1

Le temps est divisé en étapes sur lesquelles les gains des
canaux sont supposés statiques puis tirés de maniere aléatoire
d’étape en étape. Ainsi avant de jouer 1’étape ¢, chaque joueur
i apprend le gain de son propre canal h! ainsi que le bruit o2.
De plus apres chaque étape, les joueurs recoivent leur RSIB
duquel ils peuvent déduire la donnnée Zfil |hf|2]3‘; Nous ex-
pliquerons plus tard, le role de cette derniere hypothese ainsi
qu’un moyen de la relaxer. Dans un premier temps, nous sup-
poserons que les joueurs ont une mémoire parfaite et infinie
puis nous monterons que cette hypothese peut étre largement
relaxée.

Une stratégie 7 du jeu répété soutient un équilibre si V7/, i €
N ; 9;(7) > 9;(7],7—;). Dans le contexte des jeux répétés, la
notion d’équilibre parfait en sous-jeux a été introduite par Sel-
ten [7] [8]: une stratégie 7 du jeu répété soutient un équilibre
parfait en sous-jeu si apres toutes les histoires h possibles, la
stratégie 7(h) est toujours une stratégie d’équilibre. Cette pro-
priété permet d’envisager des stratégies d’équilibre plus réalistes
et plus robustes aux déviations du jeu répété.

3 Procédures centralisées

Le jeu répété permet de garantir une condition d’équilibre pour
les utilités qui dominent 1’équilibre de Nash au sens de Pareto.
Nous nous intéressons aux procédures centralisées suivantes :
celle qui maximise I’optimum social et celle qui satisfait une
propriété d’équité et de Pareto-optimalité : I’optimum équitable.

3.1 Optimum Social

Nous cherchons le vecteur d’allocation de puissance p qui max-
imise la somme des utilités des joueurs : W(p) = >, v ui(p).



Tout d’abord, pour certaines configurations de canaux, des jou-
eurs ne doivent pas transmettre. Nous supposerons ici, que
I’optimum est atteint pour un vecteur de puissance avec des co-
ordonnées strictement positives. La somme des utilités est donc
une fonction continues sur un ensemble compact qui atteint son
maximum a ’intérieur. Donc nécessairement cet optimum an-
2
nule les dérivées partielles. On note v; = “I_‘fz,pli_p_wz,

chaque joueur ¢, on a:

pour

dw
dp;

hjlh;|2p?
—0 ;s / ;) — ;) = _ it Be
() =0 & 7f'(v) — fOn) ;[h_ﬂ,_ﬁoz

£0)]

h.
@'yif/(‘vi)*f(w):z & [

. V2R 2Py + 02)2
jZi 1hil?

villh_i12p_; + 02) + [h—i—j \2971'7]' + 02

/ hjPj
villh_i12p_; +02) + |h_i_j1?2p_;_; + o2

Remarquons que pour calculer sa puissance a I’optimum so-
cial, le joueur ¢ doit a priori, avoir une connaissance complete
de tous les canaux. Cette information parfaite requiert une sig-
nalisation importante. En outre, pour certaines configurations,
on montre que 1’optimum social n’est pas unique.

L’optimum social n’est pas la procédure centralisée la plus
intéressante pour notre modele car nous souhaitons privilégier
un scénario ou tous les joueurs doivent transmettre pour une
circulation de I’information qui soit minimale.

3.2 Optimum équitable

Afin d’optimiser les utilités des joueurs sans augmenter la sig-
nalisation, nous cherchons a maximiser 'utilité¢ du joueur ¢
sous la contrainte que les RSIB des joueurs soient égaux. Nous
résolvons I’équation :

d L. N
u;(p) =0 sc. pilhil® = pj|hy|%, Vi, s €{1,...,N} & v =7,

i

avec ¥ solution de I’équation : z(1 — z) f/(z) — f(z) = 0.

Nous supposerons que la fonction z(1 — z)f/(z) — f(x)
est strictement positive sur ]0, 5[ puis strictement négative sur
|7, +o0], donc posséde une unique solution (vérifiée pour la
fonction d’efficacité classique f(z) = (1 — e~*)™. Remar-
quons de plus que cette équation est indépendante du joueur
1 et puisque les RSIB sont égaux la solution du probleme de
maximisation du joueur ¢ est aussi solution du probleme du
joueur —i. Les deux équations sont compatibles et nous per-
mettent d’obtenir une méme formulation pour des puissances
qui vérifient le systeme d’équations v; =4, Vi € {1,...,N}.

Théoreme 2 Pour chaque joueur i € {1,..., N}, nous car-
actérisons la puissance et ['utilité équitable et optimale grdice

aux les formules suivantes :
. o? ¥ _ |hil? f(3)
Di

= U; = ~
|hi|21— (N —1)7 ’ o2 5

(1= (N =1)9).

Remarque : La solution équitable optimale est unique. La
condition v* < 1/(N — 1) et les inégalités v* > 5* > 4 im-
plique que la puissance p; est positive.

Nous avons montré que pour jouer 1’optimum équitable, les
joueurs n’ont besoin de connaitre que le gain de leur propre
canal, le bruit et le nombre de joueurs. Nous utiliserons ces

propriétés essentielles pour proposer une stratégie d’équilibre
décentralisée du jeu répété qui garantit a tous les joueurs une
utilité optimale et équitable. Cependant la multiplicité des op-
timaux centralisés impose qu’un standard décide a quelle opti-
malité les joueurs doivent se conformer.

4 Résultats principaux

Nous avons présenté différentes notion d’équilibre et d’ optima-
lité. Remarquons aussi que le vecteur de puissances p = (p;)ic N

n’est pas un point fixe de la correspondance de meilleures répon-

ses et chaque joueur peut dévier unilatéralement de fagcon prof-
itable. C’est ici que le jeu répété autorise des stratégies qui
nous permettent d’étaler de maniere temporelle la condition
d’équilibre. Nous allons construire une stratégie du jeu répété
qui nous permette d’atteindre les utilités optimales et équitables.
La stabilité du systeme est garantie et les utilités d’équilibres
s’améliorent. Nous avons démontré les résultats suivant :

Proposition 3 Les joueurs ont une meilleure utilité a I’ optimum
équitable qu’a I’équilibre de Nash :

Vi€ N,ui(p) > ui(p*). &)
démonstration :
= f(~5’)1_N_1~
VieN. wi(p) _ 7 [1—( )A] ©
wi(pr) L2 — (N = 1)y

Or la fonction ¢(z) = L& (1 — (N — 1)z) a pour dérivée

x
¢ (x) = ””“*(N*Ujgf (@)=J(®) o g’annule en 5. D’apres le
paragraphe précédent, la fonction ¢ est strictement croissante
sur |0, 4[ puis strictement décroissante sur |7, +00] et donc at-
teint son maximum en 7.

Le jeu répété que nous considérons se déroule de la maniere
suivante. Une station de base envoie a tous les joueurs une
probabilité d’arrét ainsi que le nombre de joueurs. Le jeu débute
et a chaque étape les canaux sont tirés selon un processus stoch-
astique. Juste avant de jouer, les joueurs apprennent le gain de
leur propre canal et la variance du bruit grace a une séquence
d’apprentissage. Ensuite les joueurs choisissent simultanément
une puissance de transmission. Apres avoir transmis, la station
de base envoi un signal commun qui permet aux joueurs de re-
constituer leur RSIB. Nous utilisons le Folk Théoreme [9] [10]
[11], résultat central de la théorie des jeux répétés, pour mon-
trer le résultat suivant :

Théoréme 4 Soit ™™ = min |h;|? et n™** = max |h;|?. Soit

la condition suivante sur la probabilité d’arrét du jeu:
minfl—% przy _ 1—7" *

ni S () - = ()]

X[ L0 - L3 )] + qpin (57 5(5) - 520 (0))

A< (O]

Soit la stratégie suivante:

- Pi
" {p%

Si la condition (7) est vérifiée alors la stratégie proposée est
une stratégie d’équilibre parfait en sous-jeu du jeu répété pour
tous processus stochastiques de tirage des canaux.

tant que les autres joueurs jouent p_;
sinon



Remarque : Si tous les joueurs suivent cette stratégie, alors
les utilités atteintes sont optimales et équitables. De plus si I’'un
des joueurs dévie, il ne pourra jamais profiter de sa déviation.
La menace de I’équilibre de Nash nous garantit ici que les ter-
minaux et les programmateurs sont fortement incités a mettre
en place une stratégie de coopération. On remarque que pour
utiliser cette stratégie, les terminaux n’ont besoin que d’une
unité de mémoire afin de savoir si quelqu’un a dévié précédem-
ment.

Démonstration : Rappelons qu’apres avoir joué, les joueurs

reoivent leur RSIB duquel ils déduisent 30 |h! |?p} en fonc-
tion des puissances choisies a 1’étape ¢. Si un Joueur dévie
de I’optimum équitable, il est immédiatement détecté car cette
2~
valeur ne sera plus dans un voisinage de (21‘:7 Les autres
joueurs peuvent donc le punir dés la prochaine étape. Si les
joueurs ne peuvent pas connaitre leur RSIB apres chaque étape,
c’est la station de base qui informe les joueurs d’une éventuelle
déviation.

Pour que cette stratégie soutienne un équilibre, le paiement
de déviation suivi d’une punition a I’équilibre de Nash du jeu
en un coup doit rapporter moins dans le jeu escompté que le
paiement équitable. Les canaux futurs n’étant pas encore connu,
on calcule la condition d’équilibre a partir de 1’espérance sur
les canaux futurs. Celle-ci est reliée a processus stochastique.

On note u; = maz,u;(p) = % Pour chaque étape ¢ et
donc pour tout A :
Mai(ph) + D AL = N)*T'Enluf (p%)]
s>t+1
< Mii(p) Z (1= X)*""En[; (p*)]
s>t+
o apl = fEhsuhiF]if”*)(lf”*)
s>t+1
< Mht‘Qf(’Y)(l + Z ys tEhs[|h| ]L
s>t+1 v
Y Y
< Z )\(1 _ )\)sftEhs th‘2”f(7)(} — ’Y) _ f(’y )(1*_'7 )}
s>t+1 v v

Les gains du canaux varient a chaque étape et notre condition
d’équilibre doit rester vrai pour tout processus de tirage des
canaux. Nous devons pour cela considérer le pire des cas, c’est
a dire lorsque a I’étape t, on a : |ht|? = 7™ et pour tout
s >t+1onalhf|? = n™n. L’équation devient :

* ~ 1_ ~
A77?“[1”(7* ) f(v)(~ v)] <
¥ o
Z )\ 1— s t mln [f(:/)(},:{) _ f('Y*)(i*’Y*”
s>t+1 7 7
max (V) F&HA=9)
< A [~ = f]
_ minff(HA=%) _ fGHA—=~")
< (L= N[5 = ]
PP () — 2 £ ()]
PN A a

mpax[ L0713 5(5)] 4 i [123 £(5) - 52 F(v)]

0.9 Optimuni Social

Utilité joueur 2

Optimum Equitable

quilibre de Nash

0 0.1 02 03 04 05 0.6 0.7 0.8 0.9
Utilité joueur 1

FIG. 1: Région des utilités réalisables pour deux joueurs.

Nous avons montré que sous la condition précédente, une
déviation de la stratégie 7 n’est jamais profitable méme pour la
pire configuration des canaux. La propriété d’équilibre en sous-
jeux parfait vient directement du fait que la punition imposée
aux autres joueurs est I’équilibre de Nash du jeu en un coup.

5 Conclusion

La répétition du jeu de contrdle de puissance efficace énergéti-
quement permet d’introduire une forme de coopération entre
les joueurs pourtant égoistes. Cette coopération est stimulée
par le signal public émis par la station de base. Il en résulte un
équilibre efficace au sens de Pareto et qui a la propriété remar-
quable de n’exiger que la connaissance des canaux individuel
au niveau des terminaux.
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