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Résumé — Dans cet article nous étudions différentes bornes inférieures de lerreur quadratique moyenne pour la localisation
de sources en champ proche. Plus précisément, on s’intéresse au phénoméne de décrochement. A cet effet, nous calculons et
analysons la borne la plus connue, & savoir, la borne de Cramér-Rao, mais aussi les bornes de McAulay—Seidman, de Hammersley-
Chapman-Robbins, de McAulay-Hofstetter et, plus particuliérement, la borne de Fourier Cramér-Rao récemment introduite dans
la littérature. Enfin, des simulations numériques sont données pour évaluer 'efficacité de la prédiction du décrochement.

Abstract — This paper investigates deterministic lower bounds on estimator’s mean square error applied to the passive near
field source localization. More precisely, we focus on the so-called threshold prediction for which these bounds are known to be
useful. We give closed form expressions of the McAulay-Seidman, the Hammersley-Chapman-Robbins, the McAulay-Hofstetter
bounds and also, a recently proposed bound, the so-called Cramér-Rao Fourier bound. Finally, numerical simulations are given
to assess the efficiency of these lower bounds to approximate the estimator’s mean square error and to predict the threshold

effect.

1 Introduction

La localisation passive de sources a l'aide d’une antenne
composée d’'un réseau de capteurs est un sujet d’une im-
portance croissante avec plusieurs applications (radar, sis-
mologie, communication numériques, etc.) Dans cet arti-
cle, nous proposons d’analyser les performances ultimes
des estimateurs dans le contexte de la localisation passive
de sources en champ proche. Ainsi, et contrairement au
contexte de sources en champ lointain, les fronts d’ondes
ne sont plus considérés comme plans. Il faut alors prendre
en compte un modéle d’observation paramétré, d’une part,
par Vazimut et 1’élévation de chaque source, et d’autre
part par la distance entre les sources et un référentiel vis-
a-vis de 'antenne. Bien qu’une multitude d’algorithmes
d’estimation de ces paramétres soit disponible dans la
littérature, les performances non-asymptotiques (a faible

rapport signal sur bruit et /ou a faible nombre d’observations)

de tels estimateurs n’ont pas été encore traitées.

Dans ce papier nous calculons et analysons différentes
bornes déterministes inférieures de l’erreur quadratique
moyenne dans le cadre de la localisation passive d’une
source en champ proche : la borne la plus connue, a savoir,
la borne de Cramér-Rao (BCR), mais aussi les bornes
de McAulay—Seidman (BMS), de Hammersley-Chapman-
Robbins (BHCR), de McAulay-Hofstetter (BMH) et, plus
particuliérement, la borne de Fourier Cramér-Rao (BFCR)
récemment introduite dans la littérature. Le but de cette
étude est de caractériser les performances optimales non-
asymptotiques des estimateurs, dans le contexte champ
proche. Plus particuliérement, on s’intéresse a la pré-
diction du phénoméne de décrochement pour lequel ces
bornes sont utiles. Cette analyse est pertinente, d’autant

plus, qu’a notre connaissance, aucun résultat concernant
des bornes inférieures autres que la BCR, n’est disponible
dans la littérature. A cet effet, nous rappelons que la
BCR est une borne optimiste (et méme non valable) dans
les zones non-asymptotiques, et donc non utilisable dans
ces zones (voir Fig. 1).

2 Modéle d’observations

Considérons une antenne linéaire uniforme composée de N
capteurs avec une distance inter-capteurs notée d. L’antenne
regoit un signal, supposé a bande étroite, émis par une
source située dans le champ proche de ’antenne. Par con-
séquent, le modeéle d’observation au niveau de l'antenne
s’écrit comme : z,(t) = s(t)e™ +v,(t), avec t = 1,...,T
etn=20,...,N —1ou, T est le nombre d’observations et
x,(t) représente le signal observé a la sortie du (n +1)™¢
capteur. s(t) = a(t)el @™ fot+¥ (1) représente le signal émis
a une fréquence porteuse fo ot «(t), 1(t), représentent,
respectivement, ’amplitude et la phase du signal source.
Le processus aléatoire v, (t) est un bruit additif. Le re-
tard temporel, 7,, qui représente le temps de propagation
du signal de la source au (n + 1)*™¢ capteur, est donné

par [2] Tn:2§\””(\/1+”i§l2—2mfi“9—1>,oﬁ>\estla

longueur d’onde et 7 et 6 représentent, respectivement, la
distance et 'azimut de la source. Si cette distance appar-
tient & la région dite de Fresnel, c’est-a-dire si 0.62(d3 (N —
1)3/M)Y2 < r < 2d?(N—1)?/), alors le temps de propaga-
tion 7,, peut étre approximé par 7, = wn + ¢n? + O (‘:—2)

ot O(p) regroupe les termes de l'ordre de grandeur de
[ et sera négligé. w et ¢ sont généralement appelés an-
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F1Gc. 1: On constate (pour des problémes non linéaires)
que l'erreur quadratique moyenne de 1’estimateur du max-
imum de vraisemblance est répartie en trois régions bien
distinctes [1] : 1— la zone dite asymptotique ou la valeur
estimée du paramétre est proche de la vraie valeur, 2—
la zone dite de décrochement due & un accroissement
brusque de l'erreur quadratique moyenne (dont la cause
est Papparition d’observations aberrantes), 3— la zone dite
de non-information ou l'observation se réduit principale-
ment & la composante du bruit, d’ou la distribution des
estimées quasi uniforme de 'erreur quadratique moyenne.

gles électriques. Ces angles s’expriment en fonction des
paramétres physiques du probléme a l'aide des relations
suivantes : w = —2w%sin(f) et ¢ = Wi—i cos?(#). Par
conséquent, le modéle d’observation peut s’écrire comme:

x(t) = [z1(t) ... an ()] = a(w, d)s(t) +v(t), (1)
ouv(t) = [vi(t)...vn(®)]T, et ot le (n+1)°™ élément du
vecteur directionnel a(w, ¢) est donné par [a(w, ¢)]
ed(wnten?)

n+1 =

Dans ce qui suit, nous utiliserons les hypothéses suiv-
antes :

e On admet que le bruit suit une loi normale complexe
circulaire multidimensionnelle, de moyenne nulle et
de matrice de covariance Xy, it connue et supposée
de rang plein.

e Les paramétres w, ¢, ¥(1),...,¢¥(T) et a(1),...,a(T)

sont supposés déterministes. Le vecteur de paramétres

inconnus est défini par &€ = [w ¢]T.

La fonction de vraisemblance relative au vecteur
d’observations x = [x7(1)...xT(T)]T pour un &, donné,
s’écrit simplement par :

1
p(xl&o) = m

ou N(fSo) = [aT(WOa ¢0)S(1) ce aT(UJOv ¢O)S(T)]T EOv wo, ¢0
représentent les vraies valeurs des paramétres candidats
£, w et ¢, respectivement.

e—(x—u(ﬁo))Hﬁfl(X—M(Eo))7

3 Expressions des bornes inférieures
de ’erreur quadratique moyenne

Dans [3-6] les auteurs ont proposé une unification de dif-
férentes bornes de l'erreur quadratique moyenne. Plus

précisément, s’appuyant sur un probléme d’optimisation
sous contraintes, Forster et Larzabal [4] ont présenté une
unification des bornes de I'erreur quadratique moyenne en
imposant des contraintes sur le biais. Ils ont montré, par
un choix judicieux de ces contraintes, qu’on pouvait ainsi
donner une expression explicite des bornes de Cramér-
Rao, de Barankin ou de Bhattacharyya. Notons que ’on
peut trouver ’extension des travaux de Forster et Larza-
bal [4] dans le cas de plusieurs paramétres inconnus déter-
ministes dans [5]. Dans [6], Todros et Tabrikian ont pro-
posé une nouvelle classe de bornes de 'erreur quadratique
moyenne en utilisant une transformation intégrale général-
isée appliquée a la fonction de vraisemblance. Ainsi, ils
ont montré que certaines bornes de ’erreur quadratique

moyenne (par exemple, les bornes de Cramér-Rao, de McAulay-

Seidman et de Bhattacharyya) sont obtenues par un choix
approprié du noyau de la transformation intégrale de la
fonction de rapport de vraisemblance.

En utilisant I'une des deux approches, on constate que
I"unification s’exprime comme suit :

. . . T
PQM@) = [ (6-6) (E-&) pixiix=C
(2)
avec C =TK'T'" ot K = / ~y7p(x|€y)dx,
(CNT

ol £ est un estimateur du vrai paramétre déterministe &,
et ou A = B signifie que la matrice A — B est définie
positive. Ainsi, la BCR est donnée par le couple :

{FBCR = 1o,

o1
YBCR T %k:&o’
ol 1; represente le vecteur de taille [ € {1,..., L} rempli

de 1. La borne de McAulay-Seidman (BMS) [7] peut étre
définie par le couple suivant :

{FBMS =P,
Yems = V(xl&) - V("B|£L)}T7
ot v(@|g) = HHEL & = [6, — & ... & — &) avec

{&4,...,€,} qui représente un ensemble de points test
appartenant & ®. La borne de Hammersley-Chapman-
Robbins (BHCR) [8] est, quant a elle, donnée par :

I'sacr = [02 @],
Yeucr = 1 Yeusl”
ot 0; représente le vecteur de taille I € {1,..., L} rempli

de 0 et enfin la borne de McAulay-Hofstetter (BMH) [9]
peut étre exprimée par :

Iemu

YBMH
o I, est la matrice identité de taille 2. La borne de
Fourier Cramér-Rao (BFCR), récemment proposée [6], peut
également étre écrite sous la forme (2). Pour avoir un gain
en temps de calcul, cette derniére utilise la transformée de
Fourier discréte (TFD) des vecteurs ® et ygyg- La TFD
peut étre obtenue grace a une multiplication matricielle

= [I @],

= [VBcr ’YBMS]Ta



notée W. Ainsi, le couple (T',~) adéquat pour la BFCR
est donné par :

Tprer = [T W] 3)
Yeror = [YBor YeMsW 1T
ou T
(W], = exp(—if2, §;), (4)

représente la matrice de transformation relative a la TFD
bi-dimensionelle et 2, s’exprime a l'aide du pe™¢ point
test frequentiel f, = [f, f}]" comme suit :

2 fy, 2n f, r
o([&]) L1 O([E]) L]

avec L = Ly Ly, tel que f, € {1,..., L1}, f, € {1,..., La},
L; est le nombre de points test associé a la variable [£]; et
0([€]:) est la distance (constante) entre deux points test
associée a la variable [€];, i =1,2.

Apreés calcul, on peut montrer que les bornes précitées
de (2) peuvent étre écrites comme suit pour le modéle
d’observation donné dans (1)

Q, =

)
6
7

C](BLI\BIS = é‘]:lili)T7
= (w-117)" &7
C\\h = Cror + QR1QT,

(
(
(
CYylk = Crer + QWH (WRWH) waQT, (

)
)
)
8)

ot nous avons introduit la dépendance de ces bornes par
rapport aux points test! (symboles L et P).

Notons DKL (p(x|€))|Ip(x|€y)), la distance de Kullback-
Leibler [15], entre p(x|€;) et p(x|€,). On peut alors définir
tous les élements apparaissant dans (5)-(8) comme suit:

Q =CpcrD - 2, (9)
tel que
D = [d(&) d(€.)] .
et
ODKL T
i) - - (DELOEIDHNN
De plus, la matrice R est donnée par

R=% - D"CgcrD, (11)
et les éléments de la matrice ¥ sont définis par

(¥l = Exje, {v(@[€,,)v(l€,)} (12)

ou Eyle, {.} indique 'opérateur d’espérance mathématique
relatif a p(x|&;)-

Sachant que, pour un modeéle Gaussien (circulaire) a
moyenne paramétrée, Cgcr est donné par I'inverse de la
MIF (voir (13)), alors dans la suite nous ne donnerons que
Iexpression de D et W. Ainsi, en utilisant la valeur de D

INotons par ailleurs que les valeurs des points test qui max-
imisent les bornes (dites bornes optimales) sont celles ou la fonction
d’ambiguité exhibe des maxima locaux [10-14]. Cela étant dit, il a
été montré que, dans le cas ou les points test couvrent les extrémités
de © et aussi la vraie valeur du paramétre &, alors méme si on ob-
tient des bornes en dessous des bornes optimales, la différence est
suffisamment faible pour que leur utilisation reste pertinente [10].

et de ¥ et (9) et (11), nous obtiendrons Cg]\)ds, C](3LH)CR,
L L,P .
Cham et Chren (voir (5). (6), (7) et (8).)

(&) o 3#(‘50)}
FIM]|,, =2R b , 1,2, k=1,2.
R St
(13)
Tout d’abord, notons que :
DKL (p(x€,)lIp(x€) = [ s(xié, )Tn2X0E)d

(- () Bh (x — w(€)) p(x|€,)dx

- [ me)” ) p(xl€, )i

Ebrult (X l’l/(

= [ X () — 1(€) — (&) S (x — 1(8))] F(XIE,)dx

= ((€,) — m(€)) Sy (1(€,) — 1())- (14)

De plus, les éléments de la matrice ¥ sont donnés par :

= [ e o (0 o) B (x = (&)

(= (¢ = 1) S (x — (E,L))) X
exp (= (x = #(E))" Bise (x — 1(E,))) dx

- Tt /((;NT exp(— (x — u(€,) — m(€,) + 1€)" i

|2bru1t|
(x — n(€,) — (&) + m(€o)))dx

= a(&m’ En)?

ol

al€,,,€,) = exp(_2/~‘(€0)Hzl;1uit”($0) - “(go)HZI;rluitX
(&) + 1(€,)) + 1(€,) T S (1(€,) — (&)
+ 1(€,) T B (B(€,) — 1(&))))- (15)

De ce fait, en utilisant (7), (6), (5) et (8), C’](3MH, C](3LHCR7
C](BLI\ZIS et CBCRF sont données en remplacant (13), (14) et
(15) dans (9) et (11).

4 Analyse numérique

Pour ces simulations, nous avons considéré une antenne
composée de N = 10 capteurs avec une distance inter-
capteurs d = % La source, située dans la région de
Fresnel, est repérée par les coordonnées suivantes (6,7) =
(30°,6)). On supposera également que Xy = 021

Il est a noter que les EQM empiriques de ’estimateur
du maximum de vraisemblance déterministe représentées
dans les Fig. 2 et 3, ont été obtenues avec 1000 tirages de
type Monte-Carlo. L’ensemble des points test utilisés pour
la BMS, la BHCR, la BMH et la BFCR est égal 4 L = 2'4
(plus précisément, ’ensemble des points test suivant le
paramétre w est fixé & L; = 27, de méme que celui par
rapport & ¢ qui est donné par Ly = 27). La BFCR se
calcule aussi en choisissant un ensemble de points de test
fréquentiels. A cet effet, et pour garder une complexité
de calcul sensiblement égale & la BMS, la BHCR et la
BMH, on a choisi deux points test fréquentiels parmi les
2% maximisant la BFCR.
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Fi1G. 2: Bornes inférieures de I'erreur quadratique
moyenne pour le modéle déterministe en fonction
de w pour (0,7) = (30°,6X) et T = 15.
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F1G. 3: Bornes inférieures de l’erreur quadratique
moyenne pour le modéle déterministe en fonction
de ¢ pour (0,r) = (30°,6\) et T' = 15.

Les Fig. 2 et Fig. 3 nous montrent les différentes bornes
de 'EQM des deux paramétres d’intérét w et ¢. On con-
state tout d’abord que P'EQM sur ¢ est inférieure a celle
sur w, ce qui était prévisible vue la plage de variation des
deux paramétres. De plus, la BMS, la BHCR, la BMH
et la BFCR décrivent bien le décrochement du estimateur
du maximum de vraisemblance. Cela étant dit, on re-
marque que la BMH est la plus pertinente (prédiction du
décrochement & moins de 4 dB), vient ensuite la BHCR
et la BMS (prédiction du décrochement & moins de 7 dB).
Enfin, la BFCR nous fournit une prédiction du décroche-
ment avoisinant les 10 dBs.

De fagon générale on constate que la BFCR demeure
moins performante que toutes les bornes présentées dans
cette contribution. Ceci est di au fait que la BFCR "com-
prime” les contraintes en appliquant la TFD. Cette com-
pression de contraintes est a I'origine de la dégradation de
cette borne. Ce point n’a pas été mentionné dans [6] ou
la BFCR apparait comme une borne plus pertinente par
rapport & la BMS, BHCR et la BMH dans le cas partic-
ulier de 'analyse spectrale. Cela étant dit, il faut noter
que la BFCR a été calculée & partir de 2° points tests,
or les autres bornes (BMS, BHCR et la BMH) ont étés
calculées en maximisant seulement 1 point test parmi 2°.
Ceci explique, pourquoi dans [6] la BFCR apparait comme
étant plus précise que les autres bornes contrairement &
I’exemple traité ici.

5 Conclusion

Dans cette contribution, nous présentons le calcul de dif-
férentes bornes déterministes inférieures de I’erreur quadra-
tique moyenne pour la localisation d’une source en champ
proche. Cette analyse nous a permis de caractériser les
performances non-asymptotiques d’estimateurs & hautes
résolutions. Elle nous a, plus particuliérement permis
d’avoir une bonne prédiction du phénoméne de décroche-
ment. De plus, nous avons démontré lors de cette étude,
que la borne de Fourier Cramér-Rao, récemment proposée,

demeure moins performante que certaines de ses prédécesseurs,

on cite la borne de McAulay-Hofstetter comme exemple.
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