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Résumé –Par cette communication, nous proposons une nouvelle approche de résolution limite basée sur la définition de probabilité de
résolution dans le contexte d’estimation de paramètres multidimensionnels. Ce critère est fondé sur une approche probabiliste de la séparabilité
et permet également de mesurer la précision des valeurs estimées. Une étude analytique de ce critère a été proposée dans le cas où le modèle
d’observation est gaussien. Enfin, une comparaison avec descritères de résolution existants a été étudiée dans le cas duproblème de localisation
de sources.

Abstract – In this paper, we propose a new statistical resolution limitcriterion based on the definition of probability of resolution in the context
of multi-dimensional parameters estimation. This criterion is based on a probabilistic approach of the separability and also allows to measure
the accuracy of estimate’s values. Exact and approximationcalculus of this criterion is given in the gaussian observation model. Finally, a
comparison with existing resolution limits is studied in the case of direction of arrival estimation problem.

1 Introduction

La résolution limite caractérise la distance minimale entre
les paramètres d’intérêts au-dessus de laquelle la séparation de
ces paramètres est possible. En estimation statistique, les obser-
vations sont modélisées par des variables aléatoires dont leurs
caractéristiques dépendent des paramètres d’intérêt. Ainsi, il
est nécéssaire d’introduire la notion de "résolution limite sta-
tistique" qui définit une probabilité de résolution/séparation des
paramètres d’intérêt en tenant compte du caractère aléatoire des
observations.

Historiquement, (i) la première approche de résolution li-
mite statistique a été proposée par Cox en 1973 [1]. Cette ap-
proche est basée sur les critères de minimisation nommésnull
spectrum,notéC (y, θ). Si θ1 et θ2 sont les paramètres à es-
timer à partir des observationsy, ce critère affirme queθ1 et
θ2 sont résolvables siEy|θ1,θ2 [C (y, θ1)] < Ey|θ1,θ2

[
C
(
y, θ1+θ2

2

)]
et

Ey|θ1,θ2 [C (y, θ2)] < Ey|θ1,f2

[
C
(
y, θ1+θ2

2

)]
. Ces deux dernièrs cri-

tères, sous certaines conditions, sont équivalents à une étude
de la convexité de la fonctionEy|θ1,θ2 [C (y, θ)] au point mé-
dian deθ1 et θ2 [2]. Cependant, les critères susmentionnés de-
pendent de l’algorithme utilisé. (ii) Une deuxième approche
basée sur la Borne de Cramér-Rao (BCR) a été proposé dans
[3, 4]. Cette dernière a l’avantage d’être indépendante de l’al-
gorithme choisi. Ce critère stipule queθ1 et θ2 sont résolus
si |θ1 − θ2| ≥ 2max

(√
BCR (θ1),

√
BCR (θ2)

)
. Cependant, ce critère

ne prend pas en compte le couplage entre les deux paramètres.
Ainsi, une amélioration a été proposé par Smith [5], sous la
forme suivante|θ1 − θ2|

2 ≥ BCR (|θ1 − θ2|). (iii) Bien que

l’approche précedente soit simple à mettre en oeuvre, elle ne
prend pas en compte, de façon explicite, le réglage de la ré-
solution limite en terme de probabilité de séparation entreles
paramètres. Heureusement, une troisième approche a été pro-
posée par [6,7] basée sur la théorie de détection. Cette approche
reformule le problème de résolvabilité par un test d’hypothèse
binaire où l’hypothèseH0 suppose que les données sont gé-
nérées à partir d’un modéle comportant un paramètre d’intérêt
(c’est à dire une seule source) et l’hypothèseH1 suppose que
les données suivent un modèle avec deux paramètres d’inté-
rêt. Cette approche détermine le seuil de résolution en fonc-
tion de la probabilité de fausse alarmePfa et de la probabilité
de détectionPd en utilisant le test du maximum de vraisem-
blance généralisé. (iv) La dernière approche est basée sur la
probabilité de résolution qui permet à la fois de résoudre les
paramètres d’intérêts et d’imposer la précision de l’estimation.
Ceci consiste à déterminer la probabilitéPres tel que les esti-
més appartiennent à des ensembles disjoints. Par conséquent,
les paramètres sont résolus avec une probabilitéPres et des in-
tervalles de confiance sont établis pour les valeurs estimées. Ce
concept a été initialement introduit par Oh et Kashyap [8] dans
le cadre de paramètre scalaire puis étendue par Clark [9] dans
le cas d’estimation de paramètres multidimensionnels, deux à
deux décorrélés, et issus d’un processus gaussien.

Le but de cette communication est d’étendre la dernière ap-
proche pour des problèmes d’estimation de paramètres multi-
dimensionnels, non nécessairement gaussiens, ni décorélés, et
de déterminer la probabilité de résolution en utilisant desap-
proximations d’ensembles disjoints.



2 Rappels et définitions

Soit θ1 ∈ R et θ2 ∈ R deux paramètres à estimer à partir

des observationsy ∈ Ω. Soit θ̂ =
[
θ̂1 θ̂2

]T
un estimateur des

paramètresθ1 et θ2. Dans [8], le critère de résolution énonce
que l’estimateur̂θ peut résoudre les paramètresθ1 et θ2 avec
une probabilité de résolutionPres si

Pres = min
(
Pr

(
θ̂1 − θ1 ∈ ]−∆;∆[

)
,Pr

(
θ̂2 − θ2 ∈ ]−∆;∆[

))

(1)
où∆ = |θ1−θ2|

2 . Puisque∆ a été choisi tel que l’intersection
entre les intervalles]θ1 −∆; θ1 +∆[ et ]θ2 −∆; θ2 +∆[ est
nulle, les estiméeŝθ1 et θ̂2 sont bien distinctes et sont restreints
dans leur intervalle respectif avec une probabilité au moins
Pres. Cependant l’extension aux cas de paramètres vectoriels
n’est pas unique et dépend de la forme des domaines délimitant
les estimées de chaque paramètres. En effet, il existe déjà une
approche proposée par Clark [9] pour des estimateurs distri-
bués suivant une loi gaussienne où les domaines délimitant les
estimées sont des hyper-ellipses. Dans la suite,

{
θ
0
m

}
m=1,··· ,p

désignera un ensemble de paramètres d’intérêts à estimer à par-

tir des observationsy par l’estimateur
{
θ̂m

}
m=1,··· ,p

. Contrai-

rement à [9], le but de cette communication est d’une part de
proposer une nouvelle définition de probabilité de résolution
dans le cas d’estimation de paramètres multidimensionnels, non
nécessairement gaussiens, ni décorélés, basée sur des domaines
hyper-rectangles et d’autre part d’établir une relation d’ordre
au sens de mesure de probabilité entre les domaines hyper-
rectangles et les domaines hyper-ellipses permettant d’obtenir
une méthode d’évaluation plus simple dePres.

3 Nouvelle approche pour la résolution
multidimensionnelle

3.1 Approximation d’ensembles disjoints

Soit {ε+m}m=1,··· ,p et {ε−m}m=1,··· ,p un ensemble de vec-
teurs réels tel queε+m ∈ Rq+ et ε−m ∈ Rq+, 1 ≤ m ≤ p.
On définit un hyper-rectangle, notéR

(
θ
0
m, ε−m, ε+m

)
, 1 ≤ m ≤

p, parR (
θ
0
m, ε−m, ε+m

)
=

{
θm ∈ Rq|∀1 ≤ j ≤ q, (θm)j −

(
θ
0
m

)
j
∈
]
− (ε−m)j ; (ε

+
m)j

[ }
,

où (θm)j désigne la jième composante du vecteurθm. Donc

R
(
θ
0
m, ε+m, ε−m

)
délimite un espace d’estimation pour le para-

mètreθ0
m. Cette définition nous servira pour introduire la pré-

cision et la résolvabilité d’un estimateur. Ceci peut être réecrit
par
R
(
θ
0
m, ε−m, ε+m

)
=

{
θm ∈ Rq|∀1 ≤ j ≤ q,

∣∣∣(θm)j −
(
θ
0
m

)
j
−

d(εm)
j

2

∣∣∣ ≤ (εm)j

}
,

avecd (εm)j = (ε+m)j − (ε−m)j et (εm)j =
(ε+

m)j+(ε
−

m)j
2 . On

peut établir la relation d’ordre suivante

E1
s

(
θ
0
m, ε−m, ε+m

)
⊂ R

(
θ
0
m, ε−m, ε+m

)
⊂ Eq

s

(
θ
0
m, ε−m, ε+m

)
,

(2)

avecEr
s

(
θ
0
m, ε−m, ε+m

)
=

{
θm ∈ Rq|

q∑
j=1

∣∣∣∣∣
(θm)

j
−(θ0

m)j−
d(εm)j

2

(εm)j

∣∣∣∣∣

s

≤ r

}
, où

r > 0 et s > 0. Eλ
s

(
θ
0
m, ε−m, ε+m

)
est une généralisation du

hyper-ellipse correspondant au cass = 2. Et de plus
R
(
θ
0
m, ε−m, ε+m

)
= lim

s→∞
Eq

s

(
θ
0
m, ε−m, ε+m

)
= lim

s→∞
E1

s

(
θ
0
m, ε−m, ε+m

)
.

D’après ces propriétés, tout hyper-rectangleR
(
θ
0
m, ε−m, ε+m

)

est borné par les hypervolumesE1
s

(
θ
0
m, ε−m, ε+m

)
et

Eq
s

(
θ
0
m, ε−m, ε+m

)
qui convergent versR

(
θ
0
m, ε−m, ε+m

)
lorsque

s tend vers l’infini. Cette propriété d’encadrement du hyper-
rectangle est utile pour déterminer une valeurs approchée de la
précision d’estimation et du seuil de résolution limite.

3.2 Précision d’estimation

La qualité première d’un estimateur est sa précision. En es-
timation statistique, la précision d’un estimateur peut être me-
suré par la fonctionOθ0

m

(
θ̂m, ε−m, ε+m

)
= Pr

(
θ̂m ∈ R

(
θ
0
m, ε−m, ε+m

))

pour tout estimateur̂θm du paramètreθ0
m. C’est la probabi-

lité que les estimées se restreignent dans un hyper-rectangle. A
probabilité de résolutionPres fixée , plus l’hyper-rectangle est
petit, plus l’estimateur̂θm sera précis. Par la propriété d’enca-
drement (2), nous avons

Pr
(
θ̂m ∈ E1

s

(
θ
0
m, ε−m, ε+m

))
≤ Oθ0

m

(
θ̂m, ε−m, ε+m

)
≤ Pr

(
θ̂m ∈ Eq

s

(
θ
0
m, ε−m, ε+m

))
.

(3)
L’extension de ce critère pour l’estimation d’un ensemble de

paramètresθ0 =
[(
θ
0
1

)T
· · ·

(
θ
0
p

)T ]T
par des estimateurs de

typeθ̂ =
[
θ̂
T

1 · · · θ̂
T

p

]T
est définie par

Oθ0

(
θ̂,Ξ−,Ξ+

)
= Pr

( p
∩

m=1
θ̂m ∈ R

(
θ
0
m, ε−m, ε+m

))
. (4)

où Ξ−+ =
[(
ε
−+
1

)T
· · ·

(
ε
−+
p

)T ]T
. L’équation (4) définit la

probabilité que l’estimateur̂θ se restreigne aux ensembles{
R
(
θ
0
m, ε−m, ε+m

)}
m=1...p

. Elle équivaut à

Oθ0

(
θ̂,Ξ−,Ξ+

)
= Pr

(
θ̂ ∈ R

(
θ
0,Ξ−,Ξ+

))
, (5)

où θ̂ ∈ Rpq et R
(
θ
0,Ξ−,Ξ+

)
est un hyper-rectangle dans

Rpq. En appliquant l’encadrement (3) pour (5), on obtient

Pr
(
θ̂ ∈ E1

s

(
θ
0,Ξ−,Ξ+

))
≤ Oθ0

(
θ̂,Ξ−,Ξ+

)
≤ Pr

(
θ̂ ∈ Epq

s

(
θ
0,Ξ−,Ξ+

))
.

(6)
oùE1

s

(
θ
0,Ξ−,Ξ+

)
etEpq

s

(
θ
0,Ξ−,Ξ+

)
sont des hyper-ellipses

dansRpq. Cette relation (6) sera utile pour évaluer numériqu-

ment la précision de l’estimateurOθ0

(
θ̂,Ξ−,Ξ+

)
.

3.3 Probabilité de résolution

Puisque les données sont aléatoires en estimation statistique,
il nous semble nécessaire de donner un critère de résolution
probabiliste. L’estimateur̂θ peut résoudre les sources avec une
probabilité de résolutionPres si

Pres = Oθ0

(
θ̂,Ξ−,Ξ+

)
= Pr

( p
∩

m=1
θ̂m ∈ R

(
θ
0
m, ε−m, ε+m

))

(7)
où{ε−m}m=1,··· ,p et{ε+m}m=1,··· ,p sont soumis aux contraintes

∀i 6= j, R
(
θ
0
i , ε

−
i , ε

+
i

)
∩R

(
θ
0
j , ε

−
j , ε

+
j

)
= ∅. (8)



La résolution est totale pour
{
θ̂m

}
m=1,··· ,p

s’il existe un en-

semble de volumes hyper-rectangles
{
R
(
θ
0
m, ε−m, ε+m

)}
m=1,··· ,p

soumis aux contraintes (8) tel quePres = 1. Cependant, le
support de la distribution des estimées est généralement non
compact. Par conséquent, la probabilitéPres est inférieur à1,
et peut dépendre de plusieurs facteurs : le nombre d’observa-
tion, le rapport signal à bruit ou encore les volumes considérés{
R
(
θ
0
m, ε−m, ε+m

)}
m=1,··· ,p

etc... La résolution limite consiste

à chercher le plus large
{
R
(
θ
0
m, ε−m, ε+m

)}
m=1,··· ,p

disjoint
soumis aux contraintes (8) pour unePres fixée.

3.4 Cas de distributions gaussiennes

L’évaluation analytique de (7) est complexe sauf en présence
de l’expression analytique de la fonction de répartition del’es-
timateur̂θ. Malheureusement, cette fonction de répartition n’est
généralement pas accessible et nous avons au mieux une ex-
pression explicite de la densité de probabilité deθ̂. Néanmoins
les encadrements donnés en (6) sont plus simple à évaluer et
permettent de donner une valeur approximée de la probabilité
de résolutionPres. Notamment si l’estimateur est gaussienc-
à-d θ̂ ∼ N

(
θ
0 + b

(
θ
0
)
,C

(
θ
0
))

où θ
0 est la vraie valeur

des paramètres,b
(
θ
0
)

est le biais de l’estimateur̂θ etC
(
θ
0
)

sa matrice de covariance. En utilisant l’encadrement (6) oùle
domaine hyper-ellipse peut être écrit sous la forme

Eλ
2

(
θ
0,Ξ−,Ξ+

)
=

{
θ ∈ Rpq|

∥∥diag−1
(
Ξ
) (

θ − θ
0 − dΞ

2

)∥∥s
2
< λ

}

avecΞ = Ξ−+Ξ+

2 , dΞ =Ξ+−Ξ−

2 et diag
(
Ξ
)

transforme le
vecteurΞ en une matrice diagonale dont les éléments diago-
naux sont les éléments du vecteurΞ. On peut démontrer que

Pr
(
θ̂ ∈ Eλ

2

(
θ
0,Ξ−,Ξ+

))
= FQpq

(
λ;

∥∥diag−1
(
Ξ
) (

b
(
θ
0
)
− dΞ

2

)∥∥2
2
,Σ

)
,

oùFQpq
(x;µ,ν) est une extension de loi de khi deux àpq de-

grés de liberté avec paramètre de non centralitéµ [10] et de

variancesν =
[
σ2
1 · · ·σ

2
pq

]T
où

{
σ2
i

}
i=1..pq

sont les valeur

propres de la matricediag−1
(
Ξ
)
C
(
θ
0
)
diag−1

(
Ξ
)
. Remar-

quons que dans le cas où l’estimateurθ̂ est non biaiséb
(
θ
0
)
=

0 et l’intervalle d’erreur admissible est symétrique centréen
θ
0, i.e.,dΞ = 0, alors la fonction de répartition s’écrit sous la

forme explicite suivante

FQpq
(λ; 0,ν) =

(
λ
2

) pq
2

π
pq
2

√
pq

Π
i=1

σ2
i

∞∑

k=0

ωk

(
−λ

2

)k

Γ
(
pq
2 + k + 1

) (9)

avecωk =
∑

i1+i2+···+ipq=k

Γ(i1+ 1
2 )···Γ(in+

1
2 )

i1!···in!σ
i1
1 ···σ

ipq
pq

, où Γ (.) est la

fonction gamma. La forme générale de l’expression deFQpq

est donné dans [10]. Malheureusement, cette expression n’est
pas facile à programmer. Une méthode alternative numérique
permettant d’évaluerFQpq

(λ;µ,ν) est d’utiliser sa densité de
probabilité définie par

fQpq
(λ;µ,ν) = fχ

(
λ;µ1, σ

2
1

)
∗ · · · ∗ fχ

(
λ;µpq, σ

2
pq

)
(10)

où ∗ est le produit de convolution etfχ (.) désigne la den-
sité de probabilité de la variable aléatoireχ donnée par [11]

fχ
(
λ;µi, σ

2
i

)
= e

−
λ+µi
2σ2

i

2σ2
i

(
λµi

σ4
i

)− 1
4

I0

(√
λµi

σ4
i

)
où I0 (.) est la

fonction de Bessel modifiée d’ordre0. Notons que l’encadre-
ment établi dans (6) devient de plus en plus étroit lorsques

augmente. A notre connaissance, il n’existe pas dans la littéra-

ture une méthode d’évaluation dePr
(
θ̂ ∈ Eλ

s

(
θ
0,Ξ−,Ξ+

))

lorsques > 2. Néanmoins, nous pouvons toujours détermi-
ner directementPres en intégrant numériquement sur le vo-
lume hyper-rectangle la distribution des estimées lorsqueelle
est connue. Pour les distributions gaussiennes multivariées,Pres

peut être évaluer numériquement à l’aide de l’algorithme pro-
posé par [12].

4 Application à la localisation de sources

4.1 Performance asymptotique du maximum de
vraisemblance conditionnel

La localisation et la séparabilité des sources sont des pro-
blèmes courants en traitement d’antennes motivé au départ par
des usages militaires puis pour des applications civils tels que
le positionnement par satellites, la téléphonie mobile. Consi-
dérons le problème d’estimation suivant : on souhaite locali-
serP sources lointaines à l’aide d’un réseau deN antennes.
Le modèle d’observation esty (t) = A

(
θ
0
)
s (t) + n (t) où

y (t) ∈ CN sont les données collectées par le réseau d’an-

tenne à l’instantt, θ0 =
[
θ01 θ

0
2 · · · θ0P

]T
∈ CP est le vec-

teur qui contient les directions d’arrivée des sources,A (θ) =[
a
(
θ01
)
a
(
θ02
)

· · · a
(
θ0P

)]
∈ CN×P est la matrice direction-

nelle eta (.) est le vecteur directionnel,s (t) ∈ R
P représente

les signaux émis par les sources etn (t) ∈ CN est le bruit
de mesure. Les paramètres d’intérêt sont les direction d’arri-
vée des sources,θ0, qui sont supposés inconnues et non aléa-
toire. On suppose quen (t) ∼ CN

(
0, σ2IN

)
. Dans le cas du

modèle conditionnel (s (t) est un vecteur inconnue et non aléa-
toire), il est montré dans [13] que l’estimateur du maximum de
vraisemblance déterministêθMVD suit une loi gaussienne à fort
rapport signal sur bruit (RSB). Pour une série deT mesurest =

[t1 t2 · · · tT ]
T , θ̂MVD ∼ N

(
θ
0, σ2

2T

[
Re

(
DHPA⊥D⊙ ŜT

)]−1
)

où

D =

[
da(θ)
dθ

∣∣∣
θ=θ0

1

da(θ)
dθ

∣∣∣
θ=θ02

· · · da(θ)
dθ

∣∣∣
θ=θ0

P

]
, Ŝ = 1

T

T∑
i=1

s (ti) s
H (ti)

etPA⊥ = IN −A
(
θ
0
) (

A
(
θ
0
)
AH

(
θ
0
))−1

A
(
θ
0
)

.

4.2 Simulations

Le but de ces simulations est de comparer le critère de ré-
solution proposé avec ceux exhibés dans la littérature. Consi-
dérons le casP = 2 avec une antenne linéaire uniforme. Les
deux sources sont étroitement espacées deδ = θ01 − θ02 = 1

kN

avec le nombre de capteursN = 32 et le paramètrek ∈
{2, 4, 8, 16, 32}. Le vecteur directionnel s’écrit

a (θ) =
[
1 ej2π sin(θ) · · · ej2π(N−1) sin(θ)

]T
et



s (t) =
√

RSB
N

[1 1]
T . Nous définissons l’hyper-rectangle sy-

métriqueΞ− = Ξ+ =
[
δ
2

δ
2

]T
pourPres (7) tel que les esti-

mées pour chaque paramètre appartient à un intervalle disjoint.
Il s’agit de trouver le RSB minimal permettant de résoudre les
sources avec une probabilité de résolutionPres = 0.95 pour
une séparation angulaire deδ entre les sources. Comme on a
mentionné à la section (3.4), l’évaluation dePres pour une dis-
tribution gaussienne est numériquement lourde et il est plus
simple de la borner par l’encadrement (6). Ces bornes pour
s = 2 peuvent être obtenue en intégrant la densité de proba-
bilité (10) qui s’écrit simplement dans ce casfQ2

(
λ; 0,σ2

)
=

e
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. Nous montrons sur la figure

(1), l’encadrement dePres permettant de résoudre les sources
distantes deδ = 1

128 rad en fonction du RSB. Plus le RSB
augmente, plus la probabilité de résolutionPres augmente par
déduction de ces deux bornes. La figure (2) compare les diffé-
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FIGURE 1 – Encadrement de la probabilité de résolution en fonction
du RSB à l’aide de la relation (6) avecs = 2.
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FIGURE 2 – Le RSB minimal requis pour la résolution de deux
sources proches séparées deδ = 1
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rents critères de résolution. Plus précisement, nous donnons les
RSB minimaux requis pour une résolution limiteδ pour le cri-

tère de résolution de Lee-Yau-Bressler (noté LYB) [3, 4], pour
le critère de Smith (noté S) [5], pour le critère de Shahram-
Milanfar (noté SM) [6] obtenue avec une probabilité de détec-
tion Pd = 0.95 et une probabilité de fausse alarmePd = 0.1,
pour le critère de Amar-Weiss (noté AW) [7] obtenue avec
une probabilité de détectionPd = 0.95 et pour les bornes in-
férieures BI et supérieures BS de notre critère de résolution
avec une probabilité de résolution de0.95 (BI P = 0.95 , BS
P = 0.95).

Nous remarquons que, parmi tous les critères mentionnés,
notre critère de résolution est le plus exigeant dans le sensoù il
nécessite un RSB important. Par le fait que notre critère res-
treint les estimées à appartenir à un volume hyper-rectangle
avec probablitéPres. Notre critère permet ainsi de résoudre
les paramètres mais aussi d’évaluer la précision de l’estima-
teur contrairement aux critères de résolution classiques qui se
focalisent que sur la résolvabilité du problème.

5 Conclusion
Nous avons proposé un critère de résolution qui permet de

caractériser les performances en résolution d’un estimateur en
présence de plusieurs paramètres. Nous avons illustré l’appli-
cabilité de notre critère de résolution sur un problème de lo-
calisation de sources où nous avons mis le lien entre le RSB
minimal permettant de séparer les sources et la distance sépa-
rant les sources.
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