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Résumé. De nombreux papiers 
on
ernent les méthodes d'analyse pour données mul-

tivoie. Par exemple, la régression PLS, l'analyse en 
omposantes prin
ipales, l'analyse

dis
riminante, la régression logistique ont leurs extensions dans le 
adre des données mul-

tivoie. Ce papier montre que le 
adre des méthodes multivoie est approprié pour introduire

une 
ontrainte supplémentaire de par
imonie. Une version � sparse � de l'analyse dis
rimi-

nante multivoie est i
i présentée. Elle présente l'avantage d'être peu gourmande en temps

de 
al
ul et de fa
iliter l'interprétation du 
lassi�eur obtenu.

Mots-
lés. Données multivoie, par
imonie, analyse dis
riminante.

Abstra
t. A sparse version of Fisher dis
riminant analysis for multiway data is presen-

ted. More spe
i�
ally, this paper gathers two extensions of standard Fisher dis
riminant

analysis. The �rst one is Multiway-FDA whi
h has been designed to deal with multiway

data. The se
ond one is sparse-FDA whi
h allows to rea
h a parsimonious 
lassi�er.

Keywords. Multiway analysis, sparsity, Fisher dis
riminant analysis.

1 Introdu
tion

L'intérêt pour les méthodes d'analyse statistique des données multivoie est 
roissant

depuis quelques années. Cet engouement est ampli�é par la né
essité de traiter des données

volumineuses et stru
turées. La plupart de 
es extensions font intervenir une modélisation

du ve
teur des paramètres 
her
hés a�n de tenir expli
itement 
ompte de la stru
ture

tensorielle des données. Cette modélisation présente également l'avantage de diminuer la

taille du ve
teur des paramètres à estimer, permettant ainsi une estimation possible en

un temps de 
al
ul raisonnable et une interprétation fa
ilitée par le nombre restreint de

paramètres.

Par ailleurs, utiliser un 
ritère de type L

1

a�n de for
er la par
imonie du modèle est

une te
hnique utilisée pour un grand nombre d'analyses statistiques. For
er la par
imo-

nie 
onduit à des valeurs nulles pour le ve
teur des paramètres 
her
hés et ainsi à une

interprétation plus aisée des 
oe�
ients non nuls.

Ce papier réunit 
es 2 te
hniques dédiées aux données de grande dimension et propose

une version sparse de l'anayse dis
riminante multivoie. L'analyse proposée est parti
u-

lièrement adaptée aux données multivoie pour lesquelles on souhaite un 
lassi�eur fa
ile
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à interpréter puisque l'interprétation des di�érents axes se fait séparément (intérêt de

la modélisation multivoie), et que pour 
haque axe, seulement une partie des variables

intervient (intérêt de la pénalité L

1

).

La se
tion 2 résume les di�érentes versions de l'analyse dis
riminante à l'origine de 
e

travail. La version sparse de l'analyse dis
riminante mutivoie est présentée se
tion 3 : le


ritère utilisé ainsi que la stratégie développée pour minimiser 
e 
ritère y sont présentés.

L'analyse proposée est testée sur un exemple simulé.

2 Di�érentes versions de l'analyse dis
riminante

En analyse dis
riminante multivoie, les données expli
atives ne sont pas représentées

par une matri
e, 
omme 
'est le 
as en analyse standard, mais par un tenseur : les variables

expli
atives sont ainsi observées selon plusieurs modalités. A�n d'alléger les expli
ations

le papier se 
on
entre sur les tenseurs d'ordre 3 bien que la méthode proposée puisse s'ap-

pliquer aux tenseurs d'ordre quel
onque. Les données spatio-temporelles sont un exemple

de données multivoie.

Soit fX

ijk

g

1�i�n;1�j�J;1�k�K

un tenseur d'ordre 3 de dimension n�J�K où n désigne

le nombre d'individus, J le nombre de variables et K le nombre de modalités. Soit X la

matri
e de taille n� (JK) où 
haque ligne x

i

= ve
 (X

i::

)

>

. Soit y le ve
teur de longueur

n 
ontenant la 
lasse de 
haque individu.

Analyse dis
riminante. L'analyse fa
torielle dis
riminante 
onsiste à re
her
her des

proje
tions de la forme g(x) = �

>

x. Les ve
teurs de poids � sont 
hoisis de sorte à

maximiser le rapport varian
e inter
lasse / varian
e intra
lasse. Ce rapport de varian
e

s'é
rit (voir Hastie etal (2009)) :

R(�) =

�

>

(X

u

)

>

M

Between

X

u

�

�

>

(X

u

)

>

M

Within

X

u

� + ��

>

�

(1)

M

Between

et M

Within

sont des matri
es n � n semi-dé�nies positive ne dépendant que du

ve
teur y. L'analyse dis
riminante régularisée fait intervenir le terme ��

>

� a�n de palier

les problèmes numériques et 
ontrer le phénomène de sur-apprentissage.

Analyse dis
riminante mutivoie (Multiway-FDA). Elle 
onsiste à optimiser le 
ri-

tère (1) en imposant une stru
ture de Krone
ker au ve
teur � 
her
hé : � = �

K


 �

J

.

Ainsi, au lieu de re
her
her un poids �

j;k

pondérant l'in�uen
e de la variable j pour la

modalité k, on se restreint à une analyse séparée de l'in�uen
e de la variable j et de la mo-

dalité k. Les ve
teurs �

K

et �

J

sont obtenus par l'algorithme de dire
tions alternées (1).

Se référer à Le
huga etal (2015) pour plus de détails sur Multiway-FDA
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Algorithm 1 Cal
ul de l'axe prin
ipal d'une analyse Multiway-FDA

Require: � > 0; �

K(0)

; X; y; �

q  0

repeat

� X

K

=

K

X

k=1

�

K(q)

k

X

::k

; �

K

= �k�

K(q)

k

2

2

�

J(q+1)

 argmax

�

J

;k�

J

k=1

(�

J

)

>

X

>

K

M

Between

X

K

�

J

(�

J

)

>

X

>

K

M

Within

X

K

�

J

+ �

K

k�

J

k

2

2

� X

J

=

J

X

j=1

�

J(q+1)

j

X

:j:

; �

J

= �k�

J(q+1)

k

2

2

�

K(q+1)

 argmax

�

K

;k�

K

k=1

(�

K

)

>

X

>

J

M

Between

X

J

�

K

(�

K

)

>

X

>

J

M

Within

X

J

w

K

+ �

J

k�

K

k

2

2

� q  q + 1

until k�

K(q�1)

� �

K(q)

k < �

return (�

K(q)

; �

J(q)

)

Analyse dis
riminante sparse (sparse-FDA). SoitY la matri
e disjon
tive 
omplète

(Y

i;


= 1 si l'individu i est de la 
lasse 
). Hastie etal (2009) ont montré que le 
ritère de

l'analyse dis
riminante, régularisée ou non, pouvait également s'é
rire sous la forme d'un

problème de régression. Supposons que s� 1 ve
teurs �

r

aient déjà été 
al
ulés. Le s

ième

ve
teur �

s

est dé�ni par :

min

�

s

;�

s

�

kY�

s

�X�

s

k

2

2

+ �k�

s

k

2

2

	

s.


1

n

�

>

r

Y

>

Y�

s

= Æ

rs

; r � s (2)

où �

s

est un ve
teur de longueur C (nombre de 
lasses). L'optimisation du 
ritère s'e�e
tue

à l'aide d'un algorithme de dire
tions alternées. Les étapes élémentaires sont i
i très

simples puisque, que 
e soit pour l'optimisation par rapport à �

s

ou par rapport à �

s

, les

optima ont des expressions analytiques. On aboutit ainsi à l'algorithme (2).

Pour for
er le ve
teur � à avoir un grand nombre de ses 
oe�
ients égaux à 0, la

version sparse de l'analyse dis
riminante 
onsiste à ajouter une pénalité L

1

au 
ritère

pré
édent. Se référer à Clemmensen etal (2011) pour plus de détails :

min

�

s

;�

s

�

kY�

s

�X�

s

k

2

2

+ �k�

s

k

2

2

+ �

1

k�

s

k

1

	

s.


1

n

�

>

r

Y

>

Y�

s

= Æ

rs

; r � s (3)

L'optimisation par rapport à � se fait à l'aide de l'algorithme (2). L'optimisation par

rapport à �

s

se fait par un algorithme de type elasti
-net, largement étudié dans la

littérature.
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Algorithm 2 Analyse dis
riminante exprimée 
omme un problème de régression

Require: � > 0; �

s

(0)

; X; y; �

q  0

repeat

�

(q)

s

 argmin

�

s

n

kY�

s

�X�

(q)

s

k

2

2

o

s.


1

n

�

>

r

Y

>

Y�

s

= Æ

rs

; r � s

�

(q+1)

s

 argmin

�

s

n

kY�

(q)

s

�X�

s

k

2

2

+ �k�

s

k

2

2

o

q  q + 1

until k�

(q)

s

� �

(q�1)

s

k < �

return �

(q)

s

3 Méthode proposée : Sparse Multiway-FDA

Elle 
onsiste à reprendre la version multivoie de l'analyse dis
riminante en formulant

les étapes d'analyse dis
riminante 
omme des problèmes de régression et en ajoutant au


ritère une pénalité L

1

:

min

�

s

;�

s

�

kY�

s

�X�

s

k

2

2

+ �k�

s

k

2

2

+ �

1

P (�

s

)

	

s.


(

1

n

�

>

r

Y

>

Y�

s

= Æ

rs

; r � s

�

s

= �

K

s

�

J

s

(4)

Deux pénalités ont été imaginées :

1. P (�

s

) = k�

s

k

1

= k�

K

s

k

1

k�

J

s

k

1

. Il s'agit de la transposition immédiate de l'équa-

tion (3).

2. P (�

s

) = �k�

K

s

k

1

+ (1� �)k�

J

s

k

1

. Cette 
ontrainte permet de for
er la par
imonie

sur un axe plut�t que sur un autre. Pour les 
as extrêmes (� = 0 ou � = 1), la

sparsité n'est imposée que sur l'un des deux axes. Cette stratégie est à rappro
her

des pénalités de type groupe lasso (sans re
ouvrement) pour lesquelles tout un

ensemble de variables est séle
tionné ou non.

La 
onvergen
e de l'algorithme peut être a

élérée en ne faisant qu'une itération dans l'al-

gorithme (2). On obtient ainsi l'algorithme (3) présenté pour la pénalité P (�

s

) = k�

s

k

1

.

Exemple illustratif. L'algorithme proposé a été appliqué à des données simulées : pour


ha
un des n = 26 individus, K = 7 spe
tres 
al
ulés pour J = 750 longueurs d'ondes

ont été simulés. Les 7 modalités obtenues 
orrespondent à 7 profondeurs di�érentes. Les

n = 26 individus sont répartis en 2 
lasses. La �gure (1) donne un exemple de quelques

spe
tres obtenus à un même instant pour deux individus de 
lasses di�érentes.

Sparse Multiway FDA a été 
omparée à (i) la version sparse de l'analyse dis
riminante

(sparse-FDA), (ii) la version sparse de l'analyse dis
riminante ave
 une pénalité de type

group-lasso, 
haque spe
tre 
onstituant un groupe de variables.
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Algorithm 3 Sparse Multiway-FDA

Require: � > 0; �

s

K(0)

; �

s

J(0)

; X; y; �

q  0, �

(q)

s

 �

K(q)

s


 �

J(q)

s

repeat

� �

(q)

s

 argmin

�

s

n

kY�

s

�X�

(q)

s

k

2

2

o

s.


1

n

�

>

r

Y

>

Y�

s

= Æ

rs

; r � s

� X

K

=

K

X

k=1

�

K(q)

k

X

::k

; �

K

= �k�

K(q)

k

2

2

; �

K

1

= �

1

k�

K(q)

k

1

�

J(q+1)

s

 argmin

�

J

s

n

kY�

(q)

s

�X

K

�

J

s

k

2

2

+ �

K

k�

J

s

k

2

2

+ �

K

1

k�

J

s

k

1

o

� X

J

=

J

X

j=1

�

J(q+1)

j

X

:j:

; �

J

= �k�

j(q+1)

k

2

2

; �

J

1

= �

1

k�

J(q+1)

k

1

�

K(q+1)

s

 argmin

�

K

s

n

kY�

(q)

s

�X

K

�

K

s

k

2

2

+ �

J

k�

K

s

k

2

2

+ �

J

1

k�

K

s

k

1

o

� q  q + 1

until k�

K(q)

s

� �

K(q�1)

s

k < �

return

�

�

K(q)

s

; �

J(q)

s

�

Tous les algorithmes testés né
essitent l'optimisation de 
ritères de type elasti
-net,

ave
 pour (ii) la 
ontrainte supplémentaire de 
onstituer des groupes de variables. Pour


ela, les s
ripts fournis par Boyd etal (2011) ont été utilisés. Sparse Multiway-FDA a été

appliqué ave
 la pénalité P (�

s

) = k�

s

k

1

. Les poids �

J

et �

K

sont donnés �gure (2) et

table (1) : l'interprétation séparée des ve
teurs de poids permet une interprétation fa
ile

plus fa
ile qu'ave
 sparse-FDA (�gure (3)) ou la te
hnique group-lasso (�gure (4)). En

outre, les temps de 
al
ul donnés table (2) montrent que l'algorithme proposé est rapide.

prof.1 prof. 2 prof. 3 prof. 4 prof. 5 prof. 6 prof. 7

�

K

0 0 0 0 0.183 0.467 0.865

Table 1 � Sparse Multiway-FDA : ve
teur �

K

pondérant l'in�uen
e des profondeurs.

taille optim L1 group lasso temps CPU (s)

sparse Multiway-FDA J et K non 1.20

sparse-FDA J �K non 19.67

sparse-FDA group lasso J �K oui 25.83

Table 2 � Comparaison des temps de 
al
ul.
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Figure 1 � Données simulées pour deux individus :

pour 
haque individu, 7 spe
tres ont été mesurés.
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Figure 2 � Sparse MFDA : ve
-

teur �

J

obtenu.
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Figure 3 � Sparse-FDA : ve
teur � obtenu.
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Figure 4 � FDA ave
 pénalité group-lasso :

ve
teur � obtenu
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