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Résumé – Ce travail s’inscrit dans le contexte de la radio interférométrie où la calibration consiste à estimer les perturbations subies par le
signal depuis son émission par une source jusqu’à sa réception par le réseau d’antennes. Pour tenir compte de la présence de valeurs aberrantes
contribuant au bruit, nous modélisons ce dernier par un processus non Gaussien, un PAIS (processus aléatoire à invariance sphérique). Nous
comparons l’algorithme itératif proposé basé sur le maximum de vraisemblance, pour lequel des expressions analytiques permettent d’estimer
les paramètres inconnus, avec des techniques de calibration traditionnelles.

Abstract – In radio interferometry, calibration amounts to estimate all the perturbation effects introduced along the signal propagation path
until reception by the antenna array. In order to take into account outliers, we choose to model the noise by a non-Gaussian process, specifically
by a SIRP (spherically invariant random process). We compare the proposed iterative algorithm based on the maximum likelihood estimator,
where closed-form expressions are obtained, with state-of-the art calibration techniques.

1 Introduction
Les nouveaux radio interféromètres tels que le LOFAR (low

frequency array) [1] et le futur projet SKA (square kilometre
array) [2] sondent le ciel à l’aide d’un nombre important d’an-
tennes à très large champ de vision et très sensibles. Parmi les
défis à relever, l’étape de calibration est essentielle afin de pou-
voir reconstruire des images à haute résolution. Elle consiste à
estimer les différentes perturbations introduites le long du trajet
du signal, qu’elles soient d’origine environnementale ou instru-
mentale. Nous modélisons ces effets perturbateurs à l’aide de
matrices dites de Jones couramment utilisées par la commu-
nauté en radioastronomie [3, 4].

La plupart des algorithmes de calibration utilisent la mé-
thode des moindres carrés en minimisant une fonction coût
alternativement par rapport à chacun des paramètres inconnus
[5]. Afin d’améliorer le coût calculatoire et la qualité d’esti-
mation, l’algorithme EM (expectation maximization) [6], ainsi
que SAGE (space alternating generalized expectation maximi-
zation) [7], ont été proposés [8]. Cependant, l’hypothèse clas-
sique de bruit Gaussien est considérée et ne correspond pas
toujours à la réalité. En effet, des erreurs de modèle dues à la
présence de sources de très faible intensité ou des interférences
causées par des évènements ponctuels ou des brouillages artifi-
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ciels peuvent créer de manière aléatoire des valeurs aberrantes
dans les données. À notre connaissance, seul l’algorithme pro-
posé dans [9] traite le cas de la calibration robuste, en mo-
délisant le bruit par une loi de Student. Ici, nous proposons
d’avoir recours à une plus large gamme de distributions, qui in-
clut entre autres la loi de Student. Plus précisément, un VAIS
(vecteur aléatoire à invariance sphérique) [10] s’écrit comme
le produit d’une variable aléatoire positive appelée texture et
d’un procédé aléatoire Gaussien, le speckle. En s’appuyant sur
ce modèle, nous dérivons alors le maximum de vraisemblance,
afin de pouvoir estimer les paramètres inconnus. Pour réduire
les temps de calcul, la méthode proposée est itérative et permet
d’obtenir directement des expressions analytiques pour l’esti-
mation du bruit (texture et speckle), mais aussi pour les pa-
ramètres d’intérêt (matrices de Jones) à l’aide de l’algorithme
BCD (block coordinate descent) [11].

Nous précisons enfin les notations utilisées dans le papier :
les opérateurs transposé, conjugué et transposé conjugué sont
respectivement indiqués par les symboles (·)T , (·)∗ et (·)H .
Nous représentons le produit de Kronecker par ⊗, l’espérance
par E{·} et une matrice diagonale par blocs par bdiag{·}. La
trace et le déterminant sont respectivement décrits par tr {·} et
| · |. Enfin, l’opérateur vec(·) permet de transformer une matrice
en vecteur en accumulant les colonnes les unes sur les autres.



2 Modèle de données
Nous considérons les signaux provenant de D sources et un

réseau de M antennes. Chaque signal incident se décompose
selon deux directions de polarisation orthogonales (x, y). La
relation entre le signal émis par la i-ème source et la tension
mesurée par la p-ème antenne est la suivante

v̄i,p(θ) = Ji,p(θ)si (1)

où si = [six , siy ]T , v̄i,p(θ) = [vi,px
(θ), vi,py

(θ)]T et Ji,p(θ)
est la matrice de Jones de taille 2×2, paramétrée par le vecteur
inconnu θ. Cette matrice modélise toutes les perturbations sur
le trajet depuis la source i jusqu’à l’antenne p. Sachant qu’il
existe une matrice de Jones différente pour chaque paire i-p, le
nombre total de matrices à estimer est donc DM .

Les mesures acquises par un radio interféromètre sont les
corrélations des signaux mesurés par chaque paire d’antennes,
décrite chacune par une distance relative spécifique. Notons
B = M(M−1)

2 le nombre total de paires d’antennes (p, q) de
sorte que l’expression de la corrélation Ṽpq(θ) = E{v̄p(θ)v̄H

q (θ)}
s’écrit comme suit dans le cas non bruité

Ṽpq(θ) =

D∑
i=1

Ji,p(θ)CiJ
H
i,q(θ) avec p < q, p, q ∈ {1, . . . ,M},

(2)
où Ci = E{sisHi } décrit l’état de polarisation de la i-ème
source, supposé connu (source de calibration). De manière équi-
valente, nous pouvons considérer ṽpq(θ) = vec

(
Ṽpq(θ)

)
=∑D

i=1 ui,pq(θ) où ui,pq(θ) =
(
J∗i,q(θ)⊗ Ji,p(θ)

)
ci et ci =

vec(Ci). Dans un contexte réaliste, il est nécessaire d’intro-
duire un vecteur bruit npq qui prend éventuellement en compte
la présence de valeurs aberrantes. En radioastronomie, les va-
leurs aberrantes peuvent être dues à des phénomènes d’inter-
férence ou encore à la présence de sources de très faible in-
tensité. Ainsi, le vecteur corrélation s’écrit finalement vpq =
ṽpq(θ) + npq. Toutes les corrélations bruitées mesurées par
l’interféromètre sont alors regroupées dans un vecteur x =
[vT

12,v
T
13, . . . ,v

T
(M−1)M ]T ∈ C4B×1 tel que

x =

D∑
i=1

ui(θ) + n (3)

où ui(θ) =
[
uT
i,12(θ),uT

i,13(θ), . . . ,uT
i,(M−1)M (θ)

]T
et n =[

nT
12,n

T
13, . . . ,n

T
(M−1)M

]T
.

3 Estimation par le maximum de vrai-
semblance

La présence de sources de très faible intensité, autres que
les D sources de calibration supposées connues, est une des
raisons pour lesquelles le bruit ne peut tout simplement pas être
considéré comme Gaussien. Afin de proposer une calibration

robuste, nous considérons un modèle sous forme de PAIS [10],
défini comme suit pour chaque paire d’antennes

npq =
√
τpq gpq, (4)

où le facteur de puissance réel τpq est positif et aléatoire alors
que le vecteur gpq suit une loi gaussienne de moyenne nulle,
i.e., gpq ∼ CN (0,Ω). Notons qu’une contrainte, purement ar-
bitraire, est requise sur la matrice de covariance Ω afin d’éviter
tout problème d’ambiguïté, ici, nous supposerons que tr {Ω} =
1. Avec ce modèle du bruit, l’expression de la vraisemblance,
pour des mesures indépendantes entre elles, est la suivante

f(x|θ, τ ,Ω) =∏
pq

1

|πτpqΩ|
exp

{
− 1

τpq
aH
pq(θ)Ω−1apq(θ)

}
, (5)

où le vecteur τ = [τ12, τ13, . . . , τ(M−1)M ]T regroupe toutes
les réalisations de la texture et apq(θ) = vpq − ṽpq(θ). Ainsi,
la log-vraisemblance s’écrit

log f(x|θ, τ ,Ω) = −4B log π − 4
∑
pq

log τpq

−B log |Ω| −
∑
pq

1

τpq
aH
pq(θ)Ω−1apq(θ). (6)

La méthode proposée consiste à estimer de manière séquen-
tielle les paramètres θ, τ et Ω en maximisant la log-vraisemblance
par rapport à chacun d’entre eux, tout en fixant les paramètres
restants. En outre, nous supposons dans notre algorithme que
les paramètres τpq sont inconnus et déterministes, afin d’évi-
ter d’avoir à spécifier leur densité de probabilité, assurant ainsi
plus de flexibilité et de robustesse. Nous adoptons la métho-
dologie suivante pour estimer alternativement les paramètres
inconnus [12] :

1) Estimation de τpq : Dériver (6) par rapport à τpq et égaliser
à 0 conduit à

τ̂pq =
1

4
aH
pq(θ)Ω−1apq(θ). (7)

2) Estimation de Ω : De manière similaire, nous obtenons

Ω̂ =
1

B

∑
pq

1

τpq
apq(θ)aH

pq(θ). (8)

Puisque nous adoptons une procédure itérative, nous insérons
(7) dans (8), ce qui donne

Ω̂h+1 =
4

B

∑
pq

apq(θ)aH
pq(θ)

aH
pq(θ)

(
Ω̂h
)−1

apq(θ)
(9)

où h fait référence à la h-ème itération. Enfin, n’oublions pas
d’imposer la contrainte spécificée, i.e.,

Ω̂h+1 =
Ω̂h+1

tr
{

Ω̂h+1
} . (10)

3) Estimation de θ : Estimer θ pour un τ et un Ω fixés re-
vient à effectuer l’opération suivante

θ̂ = argmin
θ

{∑
pq

1

τpq
aH
pq(θ)Ω−1apq(θ)

}
. (11)



L’expression de θ dépend de la structure des matrices de
Jones, qui peuvent se décomposer de différences façons [13].
Dans ce qui suit, nous considérons le cas particulier où les ma-
trices de Jones sont non structurées, i.e., estimer θ revient à
estimer les entrées de toutes les matrices de Jones, évitant ainsi
d’éventuelles erreurs de modélisation.

4 Estimation de θ pour des matrices de
Jones non structurées

Réaliser l’étape de minimisation en (11) peut se révéler par-
ticulièrement coûteux. Remarquons que le vecteur d’intérêt θ
se décompose comme suit
θ = [θT

1 , . . . ,θ
T
D]T = [θT

1,1, . . . ,θ
T
1,M , . . . ,θ

T
D,1, . . . ,θ

T
D,M ]T ,

(12)
où le vecteur θi,p ∈ R8×1 paramétrise le trajet i-p, i.e., Ji,p(θ) =
Ji,p(θi,p).

4.1 L’algorithme EM
L’algorithme EM permet de trouver les estimations des pa-

ramètres par le maximum de vraisemblance, à plus faible coût
grâce à l’itération de deux étapes. Dans notre cas, l’étape E se
résume à calculer l’espérance conditionnelle de données dites
complètes sachant les données observées et les paramètres es-
timés. Puis l’étape M est une étape d’optimisation qui peut
être réalisée numériquement, par exemple avec l’algorithme de
Levenberg-Marquardt, ou à l’aide d’expressions analytiques si
possible. Le problème (11) se décompose alors en plusieurs
sous-problèmes de plus faible complexité. En effet, nous ver-
rons par la suite que l’optimisation se fera selon θi ∈ C4M×1

au lieu de θ ∈ C4DM×1. La méthodologie de l’EM est la sui-
vante :

1) Étape E : Nous introduisons le vecteur de données com-
plètes w = [wT

1 , . . . ,w
T
D]T , où wi = ui(θi) + ni tel que

x =
∑D

i=1 wi et n =
∑D

i=1 ni. Nous supposons les vec-
teurs bruit ni ∼ CN (0, βiΨ) statistiquement indépendants
avec

∑D
i=1 βi = 1 où Ψ est la matrice de covariance de n

telle que Ψ = bdiag{τ12Ω, . . . , τ(M−1)MΩ}. Nous pouvons
directement obtenir l’expression de l’espérance conditionnelle
caractéristique de l’étape E de l’EM, i.e.,

ŵi = E{wi|x;θ, τ ,Ω}

= ui(θi) + βi

(
x−

D∑
l=1

ul(θl)

)
. (13)

2) Étape M : Une fois les wi estimés pour i ∈ {1, . . . , D},
le but est d’estimer les θi en maximisant la vraisemblance sui-
vante pour des wi indépendents

f(ŵ|θ, τ ,Ω) =

D∏
i=1

1

|πβiΨ|

exp

{
−
(
ŵi − ui(θi)

)H
(βiΨ)−1

(
ŵi − ui(θi)

)}
. (14)

Pour la i-ème source, la fonction coût à minimiser est donc

φi(θi) =
(
ŵi−ui(θi)

)H
(βiΨ)−1

(
ŵi−ui(θi)

)
. Afin de ré-

duire le coût calculatoire de l’algorithme, nous proposons d’op-
timiser la fonction φi(θi) par rapport à chaque θi,p de manière
alternée grâce à l’algorithme BCD [11], ce qui conduit à des
expressions analytiques.

4.2 L’algorithme BCD
Alternativement, la fonction φi(θi) est minimisée par rap-

port à θi,p ∈ C4×1, tout en fixant les autres θi,q pour q 6= p.
Par manque de place, nous donnons directement ci-dessous les
résultats obtenus

θ̂i,p =


(ΣH

i Ai,pΣi + ΥH
i Ãi,pΥi)

−1(ΣH
i Ai,pwi,p + ΥH

i Ãi,pw̃i,p)
pour 1 < p < M

(ΣH
i Ai,pΣi)

−1ΣH
i Ai,pwi,p pour p = 1

(ΥH
i Ãi,pΥi)

−1ΥH
i Ãi,pw̃i,p pour p = M

(15)
où wi,p = [wT

i,p(p+1), . . . ,w
T
i,pM ]T , w̃i,p = [w∗

T

i,1p, . . . ,w
∗T
i,(p−1)p]T ,

Σi = [ΣT
i,p+1, · · · ,ΣT

i,M ]T ,Υi = [Υ∗
T

i,1 , · · · ,Υ∗
T

i,p−1]T , Ai,p =

bdiag{βiτp(p+1)Ω, . . . , βiτpMΩ}−1 et Ãi,p =
bdiag{βiτ1pΩ∗, . . . , βiτ(p−1)pΩ∗}−1. Nous avons également
utilisé les notations suivantes :

Σi,q =


αi,q βi,q 0 0
0 0 αi,q βi,q
γi,q ρi,q 0 0
0 0 γi,q ρi,q

 Υi,q =


λi,q µi,q 0 0
νi,q ξi,q 0 0
0 0 λi,q µi,q

0 0 νi,q ξi,q


avec αi,q = q∗i1ci1 + q∗i2ci3 , βi,q = q∗i1ci2 + q∗i2ci4 , γi,q =
q∗i3ci1 + q∗i4ci3 , ρi,q = q∗i3ci2 + q∗i4ci4 , λi,q = qi1ci1 + qi2ci2 ,
µi,q = qi1ci3 + qi2ci4 , νi,q = qi3ci1 + qi4ci2 et ξi,q = qi3ci3 +

qi4ci4 . Nous notons ci = [ci1 , ci2 , ci3 , ci4 ]T , Ji,p(θi,p) =

[
pi1 pi2
pi3 pi4

]
,

Ji,q(θi,q) =

[
qi1 qi2
qi3 qi4

]
, i.e., θi,p = [pi1 , pi2 , pi3 , pi4 ]T et

θi,q = [qi1 , qi2 , qi3 , qi4 ]T . L’algorithme que nous proposons
est nommé Algorithme 1 et décrit ci-après.

5 Simulations numériques
Nous souhaitons dans un premier temps évaluer les perfor-

mances de l’Algorithme 1, lorsque le modèle de données suit
effectivement un PAIS comme décrit en (4). Puis, nous compa-
rons l’algorithme proposé avec l’approche exposée en [9] ba-
sée sur une loi de Student et le cas classique Gaussien [8] dans
un contexte réaliste avec présence de valeurs aberrantes (D′

sources de faible intensité).
Sur la figure 1(a), l’EQM (erreur quadratique moyenne) de

la partie réelle d’un paramètre donné est tracée en fonction du
RSB (rapport signal sur bruit), de même que la BCR (borne de
Cramér-Rao), dont l’expression de l’inverse est donnée dans
[14], notamment pour la loi de Student. Nous remarquons que
l’EQM est proche de la BCR mais un léger décalage subsiste.



Algorithme 1 : Calibration robuste basée sur un PAIS
entrée : D, M , B, Ci, βi, x
sortie : θ̂
initialisation : Ω̂← Ωinit, τ̂ ← τinit, θ̂ ← θinit

1 tant que critère d’arrêt non atteint faire
2 tant que critère d’arrêt non atteint faire
33 Étape E : ŵi donné par (13), i = 1, . . . , D

44 Étape M : θ̂i, i = 1, . . . , D
5 tant que critère d’arrêt non atteint faire
6 θ̂i,p donné par (15), p = 1, . . . ,M
7 fin
8 fin
99 Ω̂ obtenu par (9) puis (10),

1010 τ̂ obtenu par (7)
11 fin
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FIGURE 1 – (a) EQM d’un paramète donné et BCR en fonc-
tion du RSB, (b) EQM de la partie réelle des 64 paramètres
inconnus pour un RSB fixé, avec D = 2, M = 8 et D′ = 8.

En effet, nous avons supposé des paramètres de texture déter-
ministes et inconnus dans l’Algorithme 1 alors qu’il s’agit en
réalité de variables aléatoires selon une loi inverse gamma dans
les simulations.

Sur la figure 1(b), nous traçons l’EQM de la partie réelle de
tous les paramètres inconnus, à RSB fixé pour i) l’Algorithme
1, ii), l’algorithme de calibration robuste proposé dans [9] et
iii) le cas Gaussien basé sur la résolution d’un moindres carrés
classique. Nous remarquons de meilleurs performances d’es-
timation pour l’Algorithme 1. En effet, contrairement à [9],
nous n’avons pas à préciser de distribution particulière grâce
au PAIS et les entrées du vecteur bruit ne sont pas supposées
indépendantes.

6 Conclusion
L’algorithme de calibration robuste proposé consiste à esti-

mer de manière itérative chaque paramètre inconnu, en dérivant
le maximum de vraisemblance basé sur un PAIS. Afin d’ac-
célérer les calculs, nous avons introduit différents algorithmes
permettant d’obtenir des expressions analytiques. En compa-
rant l’algorithme nommé Algorithme 1 à d’autres techniques
de calibration, il se révèle être davantage robuste.
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