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Résumé — Dans cette communication, nous donnons une expression analytique de la borne de Weiss-Weinstein sur I’erreur quadratique moyenne
pour la localisation d’un point de rupture dans des séries temporelles indépendantes identiquement distribuées, quel que soit leur type de
distribution. L’expression est ensuite spécifiée dans le cas ol les observations suivent une loi exponentielle. Enfin, le comportement de la borne est
illustré avec des simulations numériques, en la comparant avec I’erreur quadratique moyenne de I’estimateur du maximum a posteriori.

Abstract — In this paper, closed-form expressions are given for the Weiss-Weinstein bound on the mean square error, in the case of independent,
identically distributed time series submitted to a change-point, i.e., an abrupt change in their distribution. Expressions are first given whatever the
observations distribution, and then specified for exponentially distributed observations. Finally, numerical results are provided to illustrate the
behavior of the bound regarding to the mean square error of the maximum a posteriori estimator.

1 Introduction

Dans de nombreuses applications pratiques, il se peut que
des changements abrupts, appelés points de rupture, surviennent
dans la distribution du signal d’intérét. C’est le cas par exemple
en contrdle de qualité, en traitement de la parole ou bien pour la
maintenance de systemes de navigation [1,3]. Dans la plupart
des cas, ces signaux comportent une composante aléatoire et
les instants d’occurrence des changements sont inconnus ; ils
doivent donc étre estimés. De plus, puisque I’on considere des
signaux échantillonnés, 1’instant de rupture a estimer est un
parametre discret.

Dans ce contexte, I’estimation de la localisation d’un point de
rupture a été largement étudiée au cours des cinquante derniéres
années. Beaucoup d’algorithmes ont été proposés dans ce but
précis, et parmi eux, ceux basés sur le maximum de vraisem-
blance (EMV) ont fait 1’objet d’une attention particuliere [6—8].
Cela s’explique par ses propriétés d’optimalité asymptotique
pour une large classe de problemes [9], auquel cas il est asymp-
totiquement normal et atteint en particulier la borne de Cramér-
Rao (BCR). Notons que ce n’est pas le cas pour 1’estimation
d’un point de rupture puisque ce type de probleme ne respecte
pas les conditions de régularité classiques. Une premiere expres-
sion asymptotique (i.e., pour un nombre d’échantillons avant
et apres la rupture infiniment grands) de ’EMV a été donnée
par Hinkley, démontrant également sa non-consistance [8]. Des
formes exactes de cette distribution asymptotique, plus raison-

nables en termes calculatoires, ont été obtenues plus tard pour
des données suivant une loi exponentielle [6] puis normale [7].
Comme en témoigne le temps écoulé entre I’obtention de ces
différents résultats, il n’est pas aisé en général de connaitre pré-
cisément le comportement d’un estimateur tel que ’EMYV, pour
ce probleme. C’est d’autant plus le cas en contexte non asymp-
totique, et pour des distributions moins couramment rencontrées
que I’exponentielle ou la gaussienne.

Pour pallier a ces difficultés, une alternative est de s’intéresser
aux bornes inférieures de la variance d’estimateurs d’un point
de rupture, comme la borne de Cramér-Rao (BCR) mentionnée
plus haut. Définie simplement comme 1’inverse de 1’information
de Fisher, elle permet de définir une notion d’efficacité [9]. Elle
requiert cependant des conditions de régularité pour étre calcu-
Iée, comme la différentiabilité de la fonction de vraisemblance
par rapport au parametre inconnu a estimer. Or dans notre cas,
comme celui-ci est discret, il est impossible d’obtenir directe-
ment une expression de la BCR. Comme cela a été fait dans
la littérature, on peut la calculer de facon approchée [10], don-
nant un apercu des performances d’estimation malheureusement
trop vague. Il existe cependant une inégalité plus générale que
celle de Cramér-Rao, qui met en jeu la borne dite de Chapman
et Robbins [2]. Celle-ci peut étre utilisée pour I’estimation de
parametres discrets, et il a été démontré récemment que pour
ce type de probleme, 'EMV n’atteint pas cette borne a fort
nombre d’échantillons [4]. Quelques années plus tot, Ferrari
et Tourneret [S5] avaient d’ailleurs observé un écart asympto-



tique (cette fois-ci en terme de rapport signal a bruit) entre
I’erreur quadratique moyenne (EQM) de ’EMV et la borne de
Chapman-Robbins, dans le cas de I’estimation d’un point de
rupture.

Afin d’essayer de fournir une meilleure approximation du
comportement d’estimation, nous nous intéressons a la borne
de Weiss-Weinstein (WWB) pour ce probleme, impliquant de
se placer dans le cadre bayésien. Cette borne est reconnue pour
étre I’une des plus proches du comportement réel d’estimation,
mais également pour le peu de conditions de régularité qu’elle
nécessite. Nous rappelons donc ici son expression générale
apres avoir posé formellement le probleme, nous donnons son
expression dans le cas de 1’estimation d’un point de rupture
quelle que soit la famille de distribution des observations avant
et apres la rupture, et enfin nous appliquons ces résultats au cas
d’observations distribuées exponentiellement, pour lequel nous
fournissons des résultats numériques.

2 Position du probléeme

On considere le cas général d’un vecteur de N observations
indépendantes x = [r1, 22, ... ,IN]T € Q c RY, compor-
tant un point de rupture unique noté ¢. Ces observations sont
modélisées par :

Tn ~ py, (z,) pourn=1,....1t, 0
l'ann2(JU”) pourn=t+1,..., N,

ou py _, , désignent les densités de probabilité de parametres
7,=1,2- On suppose que ces densités appartiennent a la méme
famille de distribution, et que les observations sont stationnaires
avant et apres le point de rupture. C’est ce dernier parametre qui
estaestimer: ¢ € [1, N —1]. Dans notre cadre d’étude bayésien,
on suppose donc que ¢ est une variable aléatoire (discrete) sur
I’espace de parametres & = N. Dans un premier temps, nous
considérons une loi a priori quelconque pour ¢, que nous notons
(k) = Pr(t = k).

3 Etude de la borne de Weiss-Weinstein

3.1 Expression générale dans le cas discret

Nous rappelons ici I’expression de la borne de Weiss-Weinstein
(BWW), notée WWB, pour un parametre scalaire ¢. On a I’in-
égalité suivante pour tout estimateur bayésien #(z) du paramétre
inconnu ¢ (comme par exemple celui du MAP) [12]

Em,t{ [t(x) — t]Q} > sup W(h, s) 2 WwwB )
h,s

ol E; {-} représente I’espérance par rapport a la loi jointe
Pat(x, k) = p(x|t = k) m (k) — c’est-a-dire que le premier
membre de (2) représente 'EQM globale de 1’estimateur ¢(x),

et ou1, au second membre de (2), on définit [12]
.t (2, k+h) ) °
WEZ . {(pp;,t(:c,k) ) }
s 1—s 2
E (pm,t(cc,k—&-h)) _ (pm,t(ac,k—h))
x,t Da,t(2,K) Pt (x,k)

avec hetstelsque k+h € J et s € ]0, 1], sous réserve que
le dénominateur de (3) soit non nul. Le fait de maximiser le
second membre de (2) par rapport a ces deux parametres permet
d’obtenir une borne précise. Concernant le parametre s, la valeur
s = 1/2 est souvent notée comme étant celle conduisant au
maximum [11-13], ¢’est pourquoi nous choisirons cette valeur
dans la suite et donnerons donc I’expression de W (h, 1/2). Des
lors, en notant 7' = {k € J | pp(x, k) > 0}, le terme au
numérateur de (3) peut s’écrire

Wi(h,s) =

3)

Pt (@, k+h) | _
E:c,t{ m} = Z B(k + h,k)\/7e(k 4+ h)me (k)
keg’
4)

ol on a défini, pour ¢, € J’

Bij) 2 /Q Vi@li=p@li=jde 6

qui est la distance de Bhattacharyya entre les densités condition-
nelles p(x |t = i) et p(x |t = j).
Au dénominateur de (3), on a

Wm,t (@, k+h) \/pm,t (2.k— h) ]
Dat (T, k) Pzt (X, k)
_E,, {pm’t (z,k+ h)} L E., {pm’t (z,k — h)}

Pax,t (-’B, k) Pt (.’B, k)

{\/p%t (z,k+ h)pes (X, k—h) }
—2E,; .
’ Pzt (ka)

2

Emt

)

(6)

Les deux premiers termes au second membre de (6) s’écrivent

Ew,t{pw"‘(m’kim} =y {ﬂt(kih)/ﬂp(aﬂt —k+h) dw}

p:z:,t (213, k) ke’
=Y m(k+h) (7)
keTg’

et de maniere analogue, le troisieme terme peut étre développé
comme suit

& {\/pm,t (@, k + h) po¢ (@, k — h) }
x,t
p:l:,t (ka)

> B(k+h,k—h)y/m(k + h)me(k — h). (8)
keJ’

On remarque que (8) fait intervenir le terme B(k + h, k — h),
or, a I’aide du changement de variable k¥’ = k — h, on trouve
que B(k+h,k—h) = B(k' +2h, k). Ainsi il suffira d’obtenir
I’expression de B(k + h, k) pour en déduire directement celle
de B(k + h,k — h), en remplacant h par 2h dans la premiére.



On peut donc déduire, en réinjectant (4), (7) et (8) dans (3),
une expression de la borne de Weiss-Weinstein pour un para-
metre scalaire discret :

WWB =
2
B2 ( S° B(k+ h,k)y/mi(k + h)m(k)>
sup keg’ )
no [ Sm(k+h)+ S mi(k—h)
kET! keT’
— 5 [Blk+ 20K /m (R + 2y (8 |

k€T’

en utilisant également le changement de variable k' = k — h
pour le terme +/7¢ (k + h)m.(k — k) de (8).

3.2 Expression pour ’estimation d’un point de
rupture

On cherche désormais a obtenir I’expression de B(k + h, k)
a partir de (5), dans le cas du modele (1). En supposant d’abord
h > 0, par indépendance des observations, on a

\/pw|t:k+h) (x|t=k)

k+h
- ﬁml(m [T Vo, (@) mpmn) [T Vo, (@)
n=k+h+1 n=k+1
= 11 oy () 11 Vom @lpm () 11 oy (). (10)
n=1 n=k+1 n=kth+l

On integre ensuite sur 1’espace des observations €2, que 1’on

note comme le produit cartésien des espaces d’observation §’
. A .

en chaque instant . : Q = ®7]:[:1 Q' = (Q)N. Les N variables

(Tn)neqr,n] €tant séparées, on obtient

B(k + h, k)
= [ ML) T VonGpa, 1 o,(e) dz

k+h

= ni [fQ’ D,y xn)dxn} U@mdxn}

N

x 11 [fsz/ P, (Tn) dxn}

n=k+h+1

(1L

Dans (11), de maniere évidente, les intégrales du premier produit
sont toutes égales a 1, de méme que dans le dernier produit. Au
final, on obtient donc

0= ([ o) £k, 0

ol il est intéressant de remarquer que B(k + h, k) ne dépend
en fait pas de k. Pour h < O on obtient par le méme raison-
nement B(k + h, k) = py h, d’ol finalement, quel que soit
h, B(k 4+ h, k) = p17‘2. Ainsi, en injectant (12) dans (9), on
obtient I’expression générale de la borne de Weiss-Weinstein

B(k + h,

pour I’estimation d’un point de rupture et pour une loi a priori
quelconque :

e <k§7 N h)m(k)>2

WWB = su . (13
P S A )+ Sk —h) (13)
ke’ ke’
— 2p E \/ T k+2h 7Tt
ke’

Cette expression est valable quelles que soient les densités avant
et apres la rupture, et quel que soit la loi a priori choisie. En
choisissant un a priori uniforme, i.e., 7;(k) = 1y n—17 (), les
sommes discretes se simplifient de la maniere suivante :

N-1

1
> mik+h) = N_1 > Apn-y (k+h)
keg’ k=1
Al
=1- 14
N1 (14)
et de la méme maniere,
h
> Vb + R)me(k) =1 - —' | — (15)

keg’
Avec cette loi a priori uniforme, on obtient donc une forme
simple de la borne de Weiss-Weinstein (13), qui s’écrit donc

h2 _ |h‘ 2
; 2h
© 2<1 TN-1 T ( - N—1)p1,2>
ol #€ = [1,N — 2], les valeurs négatives de h n’étant pas
nécessaires au vu de la parité de (16). Ainsi, le seul terme

restant a calculer explicitement est p; 5, qui va dépendre du
signal considéré.

(16)

3.3 Application a des processus exponentiels

Nous supposons maintenant qu’en chaque instant, les obser-
vations z,, sont suivent une loi exponentielle de moyenne 1/\;
pour n < t, et de moyenne 1/A\g pour n > ¢, c’est-a-dire :
Py, (Tn) = Ajexp{—=Ajz,}, Aj > 0,5 = 1,2 (ici les vecteurs
7;=1,2 de (1) deviennent les scalaires ;=1 2). Rappelons que ce
type de signaux est rencontré par exemple lorsqu’on observe le
module au carré d’un signal complexe gaussien circulaire, dont
les parties réelles et imaginaires sont toutes deux de variance
1/(2)\1) avant rupture et 1/(2\3) aprés rupture.

On peut alors obtenir une expression explicite de p; 5 a partir
de (12):

1;/\2 }da:

\ )\1/\2 eXp{
0

_2VAh _ 2visb a7

)\1 =+ )\2 1 =+ I’Sb
ol rsb désigne le rapport signal a bruit, que I’on définit comme
rsb = A1/Aq, de la méme facon que dans [5]. La borne de
Weiss-Weinstein pour ce probleme est donc obtenue en injectant

(17) dans (16).
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FIGURE 1 — Comparaison en terme de nombre d’échantillons
d’erreur entre ’'EQM de I’estimateur du MAP (courbe et points
bleus), la borne proposée (WWB, en rouge, trait continu), et
la borne de Chapman-Robbins initialement présentée dans [5]
(ChRB, en noir, pointillés), moyennée par rapport a la loi a
priori. La borne de Weiss-Weinstein proposée est plus précise,
bien qu’il reste un écart entre I’EQM et la borne, di a la nature
discrete du parametre a étudier [4].

4 Résultats numériques

Nous donnons dans cette section des résultats de simulation
obtenus pour le cas de processus exponentiels, décrits dans la
section précédente. Ces résultats ont été obtenus pour N = 128
observations et en choisissant A\; = 1. On compare la borne
proposée a ’'EQM globale empirique de 1’estimateur du maxi-
mum a posteriori tY'AP (x), obtenue aprés 1000 simulations de
Monte-Carlo. Plus précisément, on trace la racine carrée de
I’EQM (REQM), afin de permettre une comparaison d’erreur
en terme de nombre d’échantillons, plus significatifs ici que des
écarts en dB. A titre de comparaison également, nous tragons
aussi la borne de Chapman-Robbins, proposée dans [5], que
nous moyennons par rapport a la loi a priori pour que la compa-
raison ait du sens. Ces résultats sont donnés sur la figure 1.

On peut d’une part remarquer que la borne proposée est plus
précise que la borne de Chapman-Robbins, et permet donc de
mieux rendre compte du comportement de 1’estimation. Néan-
moins, on note aussi qu’un écart subsiste, méme a fort rapport
signal a bruit, entre ’EQM du MAP et la borne. Comme men-
tionné plus haut dans la Section 1, ceci est dii au fait que le
parametre estimé ¢ est discret, et que par conséquent ses estima-
teurs ne peuvent recouvrir les mémes notions d’efficacité que
pour des parametres continus [4]. En particulier, dans le cas du
MAP, il n’atteint pas la borne.

L’intérét d’une telle borne reste néanmoins de fournir une
référence commune pour une famille d’estimateurs (en 1’occur-
rence les estimateurs bayésiens), permettant ainsi de les com-
parer objectivement. De plus, elle est également un moyen de

connaitre les performances d’estimation réalisables pour ce pro-
bléme, a un cofit calculatoire réduit comparé a de nombreuses
simulations de Monte-Carlo.
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