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Résumé — Cet article présente une nouvelle méthode de sélection d’ordre de modele pour des applications en traitement du
signal dans le cadre de grandes dimensions (cadre de la Théorie de Matrices Aléatoires (Random Matrix Theory (RMT))), lorsque
le bruit, corrélé et supposé non-gaussien, suit un modele symétrique elliptique complexe (CES) général de matrice de dispersion
inconnue. La méthode proposée consiste a estimer la matrice de covariance du bruit grace a sa structure de Toeplitz, puis, apres
un processus de blanchiment, les valeurs propres de n’importe quel M-estimateur sont exploitées pour estimer I’ordre du modele.
Cette méthodologie est appliquée sur des signaux issus de simulation et sur des images hyperspectrales et montre son efficacité
en comparaison avec d’autres techniques classiques.

Abstract — For signal processing application in large dimensional regime (large Random Matrix Theory), this paper presents a
new model order selection technique when the noise is assumed to be Complex Elliptically Symmetric (CES) distributed, with an
unknown scatter matrix. The proposed method consists first in estimating the background covariance matrix using its Toeplitz
structure. Then, after a whitening process, the eigenvalues distribution of any Maronna’s M-estimators are exploited, leading
to the order selection. Simulations on hyperspectral images demonstrate the superiority of the proposed technique compared to
other presented methods.

1 Introduction alternative intéressante [?].

Cet article présente une nouvelle méthode pour esti-
mer la matrice de covariance lorsque le bruit est corrélé
et non-gaussien (pour N et m grands). Cet estimateur est
ici développé dans le cas d’un bruit complexe symétrique
elliptique (Complex Elliptical Symmetric (CES)) [?], qui
caractérise souvent mieux le bruit dans de nombreuses ap-
plications. La méthode proposée se décompose en deux
parties : “toeplizification” de la matrice estimée afin de
blanchir les observations puis estimation robuste a partir
des données blanchies. La partie 2 présente le modele, ainsi
que la “toeplitzification” de la matrice de covariance em-
pirique (la Sample Covariance Matrix (SCM)) et le blan-
chiment des observations. Ensuite, nous proposons 1'uti-
lisation d’'un M-estimateur (de type Maronna [?]) pour
la matrice de covariance. Comme dans [?], cet estimateur
est une alternative aux méthodes AIC et MDL. Enfin, la
méthode d’estimation d’ordre du signal est développée :

Les matrices de covariance de signaux constitués de
sources et d’un bruit additif, peuvent permettre ’estima-
tion d’ordre de modele, un probléme récurrent en trai-
tement du signal. Cette matrice doit généralement étre
estimée, et s’il s’agit de NV capteurs détectant des signaux
de taille m, cette estimation est non seulement dégradée
par la présence du bruit mais aussi lorsque N et m gran-
dissent avec un rapport constant [?]. De plus, pour beau-
coup d’applications, le bruit est supposé étre spatiale-
ment et temporellement aléatoire, blanc et gaussien. La
plupart des méthodes classiques, telles que celles qui re-
posent sur le critére d’information théorique (e.g, AIC [?])
échouent dans la sélection d’ordre des que le bruit ne
respecte plus ces hypotheses. De méme, lorsque les di-
mensions de ces observations grandissent, ces méthodes
produisent également de mauvais résultats [?]. La théorie oF
des matrices aléatoires (Random Matrix Theory (RMT)),  1OUS prouvons que toutes les VaIGUI:S PrOpres SUPEreures
récemment développée en traitement du signal, offre une & U seuil sont liées aux sources présentes dans le signal.



La partie 3 illustre la pertinence et les performances de la
méthode proposée sur des données simulées ainsi que sur
des images hyperspectrales réelles.

Notations : Les vecteurs sont en gras, les matrices sont
en gras et en lettres capitales. Soit A une matrice, AT
et A¥ sont respectivement la transposée et la transposée
hermitienne de A. {\;(A)}i=1,...m sont les valeurs propres
de la matrice carrée A (taille m x m) classées dans 1’ordre
décroissant. 22 représente la convergence presque sire.
a* est le complexe conjugué d’un scalaire a. di(-) est la
distance associée a la norme [; . La distribution ¢ symbolise
la mesure de dirac, supp(-) le support d’une mesure et || - ||
la norme spectrale matricielle. L’opérateur de Toeplitz est
défini ainsi : Vx, T : x = T (x) avec ([T(x)]; ;) Ti_j
et ([T<X)]i,j)i>j =i

i<j

2 Contributions théoriques

2.1 Modele et hypotheses

Cet article se place dans le cas du régime RMT, i.e.
N — 00, m — oo avec cy = §t — ¢, ¢ > 0. Le modele
choisi est celui de p sources! orthogonales altérées par
la présence d’un bruit additif CES. Il peut s’écrire pour
N observations {yi};c; yy de dimension m de la facon

suivante :

p
yi=Y siymy+/nCY2x i€ [LN], (1)

Jj=1

les m;, vecteurs orthogonaux, représentant, pour chaque
observation 4, le m-vecteur inconnu de la j-ieme source
déterministe de puissance s; ;, les x; étant des m-vecteurs
aléatoires centrés indépendants, identiquement distribuées
de loi uniforme sur la m-spheére unité, les 71, ..., 7y repré-
sentant des textures aléatoires (scalaires positifs), et la
matrice C une matrice de covariance hermitienne de Toe-
plitz définie telle que : C = T ((co,...,cm-1)"). Les hy-
potheéses suivantes, notées (H), sont nécessaires pour la

preuve du Théoréeme 1 :
N

— N =& 25” vérifie [Ty (dr) 225 1,

i=1

o % 26/\1‘(0) = Vs

— max; di(A;(C),supp(v)) — 0,

— {er}yepo,m—1) sont des coefficients absolument som-

mables, et ¢y # 0.

Soient Y = [y1,...,yn] la matrice m x N contenant
toutes les observations, X = [x1,...,Xy] la matrice m x
N contenant le bruit blanc, T la matrice N x N conte-
nant les {7;},.[; np sur sa diagonale et zéro ailleurs, Ml =
[my,...,m,] la matrice de mélange de taille m x p, et

(87):,

.= s; ; la matrice N x p représentant la puissance

1. p est fixé

des sources. Alors, Y = MS + R avec R = CY/2X T1/2
représentant le bruit additif CES corrélé.

2.2 Blanchiment

Contrairement au cas classique, la matrice C n’est pas
supposée égale a l’identité. Nous proposons dans cette
partie d’utiliser un estimateur consistant de la matrice
de covariance C pour blanchir le signal. Dans un pre-
mier temps, nous supposons avoir acces a des des obser-
vations “bruit seul” ne contenant pas les sources?. Soit

¢ = (¢o,...,¢m_1)T le vecteur constitué des moyennes sur
chaque diagonale de la SCM Y Y# /N = RRY/N :
1 m N
= z; z:l Yij Yigr Li<ivk<m (2)
=1 j=

ou k € [0,m — 1] et 1p représente la fonction indicatrice
sur P.

Théoréme 1 (Estimateur consistant de C)
Sous les hypothéses (H) , on a

I7 (€) — E[r] C|| == 0. (3)

C = T (&) est, au facteur B[7] prés, une estimation consis-
tante de C.

Preuve la preuve suit celle de [?] et ne sera pas faite ici
par manque de place, elle repose sur le Lemme 4.1 de [?]
qui établit une inégalité entre la norme lo d’une matrice
et la transformée en série de Fourier des coefficients de
corrélation. La preuve est ensuite menée en découpant en
deux parties le terme de gauche de cette inégalité, pour
prouver ensuite que chaque partie tend vers zéro. Une fois
dans l’espace de Fourier, les étapes de la preuve sont les
mémes que [?], a un facteur prés. B
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5 —|scM - ¢
g
H  —0.5 .
°0
2
—1 A
| | |
0 500 1,000 1,500 2,000

N

Ficure 1 — Consistence de C - ¢ = 0.2 et p = 0.7 (échelle logarith-
mique en ordonnée) .

La Figure 7?7 montre la consistance de cet estimateur.
Le signal utilisé est un bruit blanc Gaussien X corrélé avec

une matrice de Toeplitz C = T ((po,pl,...,pm_l)T)

avec p = 0.7. La texture {7;},.|; yj est constituée d’obser-
vations d’une loi inverse gamma de moyenne 1. Le bruit

2. Cette hypothese peut étre relaxée avec certaines hypotheses
entre M et R



résultant suit une loi de Student. Sur cette figure sont
tracées les normes spectrales (échelle logarithmique) des
différences entre C et respectivement, l’estimateur pro-
posé C en vert et la SCM (habituellement utilisée) en
rouge (sur 20 tirages Monte Carlo). La SCM est non consis-
tante. L’estimateur proposé converge lentement vers la
matrice de covariance réelle.

2.3 Estimation du rang du sous espace
source

Dans cette partie, les observations Y blanchies par I’es-
timateur C, notées Y,,, sont définies par :

Y,=C12Y =CY?MS +Ry,, (4)

avec R, = C~1/2 CY/2X TY2, Pour estimer le nombre de
sources, il est possible d’utiliser la distribution des valeurs
propres de n’importe quel M-estimateur appliqué aux ob-
servations Y,,. Ainsi, 'estimateur robuste choisi ici est
défini comme 'unique solution, si elle existe, de ’équation
suivante :

1 & 1
2: - u;HE_l wq wq wH 5
Eu(myz yz)ylyz, (5)

i=1

avec u : Rt — RT continue et décroissante [?].

A cause de I'équation implicite précédente, I'étude de
la matrice ¥ n’est pas aisée quand N,m — oco. Il est
cependant possible de relier a cette matrice, une matrice
S dont les propriétés sont facilement exploitables.
Théoréme 2 (Convergence de 3 )

Hz—s‘ LN (6)

avec S la matrice définie dans le théoréme 1 de [?].

Preuve Soit 3 l'unique solution de

1L /1
S cHs—1go |\ o oH
:Zu(yi b Yi)yiyi . (7)
N P m
avee y; = C~Y2y, Il peut étre facilement montré que
S oG-zl gz (8)

L’équation (?7?) peut étre réécrite de la fagon suivante :
[=-s)<|=-=] «[=-5]. @
L’article [?] prouve que S est telle que

Hz—s‘ LN (10)

Avec (?7), le premier terme de la partie de droite de (?7)
peut s’écrire :

HXVJ _ 2“ < “671/2 cl2scl/2a-1/2 s cl/? Cfl/zH

+Hf:cl/2(:—1/2—53H . (11)

fo-5] < oo 5] (fore e

=/ ( *1)

Comme ||C|| a un support borné, d’aprés le Théoréme

1, ||C|| a un support borné et HC—CH 2245 0 puisque
E[r] 225 1 par hypothése. De plus, S est o support borné
(car le nombre de sources p est fivé), léquation (77) im-
plique que X est aussi a support borné. Ceci termine la
prevve. B

L’article [?] fixe un seuil ¢ assurant que toutes les va-
leurs propres de la matrice S au dela de ¢ correspondent
a des sources. Grace au Théoreme 2, le méme seuil peut
étre appliqué aux valeurs propres de la matrice 3 afin

d’estimer le nombre de sources. Soient {)‘1(2)}1‘:[[1 N les

valeurs propres de 3 . Comme les sources sont supposées
indépendantes, le nombre de sources estimé p, c’est a dire
le rang du sous-espace des sources, est donné par : p =
mkin()\k > t).

3 Résultats et Simulations

Cette partie présente des expérimentations qui illustrent
les résultats précédents sur données simulées et réelles.

3.1 Distribution des valeurs propres

Pour les observations ne contenant pas de sources, le
seuil ¢ correspond donc a une borne supérieure pour les
valeurs propres de 3. La Figure ?? illustre lintérét du
Théoreme 1. Les observations ne contiennent que du bruit
et sont simulées selon une loi de Student centrée, avec une
matrice de dispersion de Toeplitz, de parametres p = 0.7
et pour m = 900, N = 2000.

N =nw
0.6 —

Seuil ¢

C =

0.4

0.2

0
0 2 4 6

FIGURE 2 — Distribution des valeurs propres de 3,, pour m = 900,
N = 2000, loi de Marchenko-Pastur et seuil.

L’histogramme bleu représente les valeurs propres de
la matrice estimée a partir de I’équation (?7?) mais sans
avoir blanchi les observations. Cette matrice est notée 2,4,
(pour non whitened). L’histogramme vert représente les
valeurs propres de la matrice apres blanchiment, notée
3. La fonction u est fixée en prenant une distribution in-

14+v

v+x
(1+v) 1+ Vo)
Ym (1 —c(l+v))’

verse gamma d’espérance unité pour les 7 : u : z —

avec v = 0.1 . Le seuil ¢ est alors égal a



~m D'unique solution d’une équation au point fixe [?].0n
peut voir qu’aucune valeur propre de 3, ne s’échappe au
dela du seuil ¢, ce qui n’est pas le cas pour X, illus-
trant I'intérét de ’approche proposée : sans le processus

de blanchiment, le Théoreme 2 n’est plus respecté.

3.2 Estimation du nombre de sources sur
données réelles et simulées

Le bruit est simulé comme précédemment, et le calcul de
3 se fait sur les données complétes, ¢’est & dire sur le signal
contenant bruit et sources. Sur la Figure 7?7, le nombre de
sources p est estimé par trois méthodes : la méthode AIC,
M?2 la méthode proposée ci-dessus sans 1’étape de blanchi-
ment, et M1 la méthode proposée. p est la moyenne sur 4
tirages pour chaque SNR. La méthode proposée trouve le
bon nombre de sources a partir d’'un SNR de 10 dB, alors
que les autres méthodes le surestiment.

10® g -
E |- k- M2 Sy

" L ] = %= M1 =
8 I . Méthode AIC
2
3 10? |= = P
@ —— el ke — ok _k—sk- %k |
) = > ]
° = .
2 [~ -
8 . .
= b g‘«* —OR B8 .

oo L. L

—40 —20 0 20
SNR (dB)

Ficure 3 — Estimation de p (4 tirages), m = 400, ¢ = 0.2, p = 4
sources, en fonction du SNR.

Enfin, sur des images hyperspectrales en acces libre :
Indian Pines, SalinasA de la banque de données AVIRIS,
PaviaU de la base de données ROSIS, nous avons testé les
trois mémes différentes méthodes. La fonction u(.) choisie
est la méme que dans les simulations précédentes. Comme
nous n’avons pas acces a la distribution du bruit, nous es-
timons 7, de la méme facon que dans [?]. Les résultats ob-
tenus sont résumés dans le tableau ?7. Sur chaque image,
le résultat de la méthode proposée est bien meilleur.

Images Indian Pines SalinasA PaviaU Cars
D 16 9 9 6
p M1 11 9 1 3
p M2 220 204 103 1
p AIC 219 203 102 143

TABLE 1 — p estimé sur des images hyperspectrales.

4 Conclusion

Pour la sélection d’ordre de modele, nous avons pro-
posé une méthode d’estimation en deux étapes dans le cas
de sources plus bruit corrélé et hétérogene. L’intérét de

cette approche a été illustrée sur données simulées et a
permis d’obtenir des résultats prometteurs sur des images
hyperspectrales réelles. Cette méthode peut se généraliser
pour d’autres problemes de sélection d’ordre par exemple
dans le domaine du radar. De plus, les résultats théoriques
peuvent étre étendus au cas d’un blanchiment robuste, i.e.
a partir d’un M-estimateur, et sans données d’apprentis-
sage (i.e. des données ne contenant pas de sources).
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