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Résumé — Le modele Bernoulli-Gaussien (BG) est un modele classique des signaux parcimonieux. Nous proposons une méthode d’estimation
automatique des parametres BG dans le cadre des problemes inverses. L’ originalité vient de la reformulation du probléme en deux problemes
emboités de déconvolution (sans contrainte) et de débruitage parcimonieux, via I’introduction d’un signal latent. La démarche adoptée repose
sur une méthode d’espérance-minimisation pour le débruitage parcimonieux non supervisé, puis son extension a des problemes inverses. L’ algo-
rithme proposé est évalué sur des problemes de déconvolution, et comparé a des approches supervisées.

Abstract — The Bernoulli-Gaussian (BG) model is a classical model for sparse signals. We propose a method for automatic estimation of
BG parameters in the context of inverse problems. The originality comes from the reformulation of the problem in two nested problems of
deconvolution (without constraint) and sparse denoising, via the introduction of a latent signal. The approach adopted is based on an expectation-
minimization method for unsupervised parsimonious denoising, and on its extension to more involved inverse problems. The proposed algorithm
is evaluated on deconvolution problems and compared to supervised approaches.

1 Introduction

L’ analyse parcimonieuse est devenue un incontournable pour
résoudre des problemes inverses linéaires de la forme

y=Hx+e (@9

oy € R est le signal observé, x € R™x le signal source,
H € RN *Nx un opérateur linéaire, et e € R est un bruit
suppos€ blanc et gaussien. La reconstruction parcimonieuse est
souvent abordée par la minimisation d’un critére du type :

1
min o |ly — Hx||* + AR (x) @

ol || . || est la norme euclidienne, le terme de régularisation R
est une mesure de parcimonie (par exemple, les "normes" ¢; ou
lp), et A > 0 un hyperparametre fixé. La minimization de (2)
peut se faire grace aux méthodes de descente proximale [6].

Les approches par régularisation nécessitent de choisir A.
Pour la minimisation ¢;, I’approche SURE (Stein Unbiased
Risk Estimator) [3] proposée pour des problemes de débrui-
tage, a ensuite été¢ généralisée a des problemes inverses plus
généraux [11]. SURE ne s’appliquant pas au cadre {,, SCORE
a été proposée [7] dans le cadre du débruitage.

L’approche bayésienne offre une alternative aux méthodes
de type optimisation, la parcimonie étant introduite a 1’aide
d’un modele a priori spécifique. Le modele Bernoulli-Gaussien
(BG) est un choix naturel pour décrire des signaux parcimo-
nieux. De plus, la formulation (2) avec une pénalisation ¢ s’in-
terpréte comme un cas limite (quand la variance du processus

gaussien tend vers I’infini) d’estimation au sens du maximum
a posteriori (MAP) [17]. Dans [5], les auteurs proposent un
algorithme EM stochastique, ou le support de x joue le role
de variables cachées, pour estimer a la fois les parametres et
x dans un probleme de déconvolution. [14] propose une mé-
thode itérative qui permet d’estimer les parametres d’un mo-
dele BG lorsque H est I'union de dictionnaires unitaires. Ce-
pendant, cette méthode produit un estimateur non-convergent
méme dans le cas du débruitage comme montré dans [9]. En-
fin, malgré des avancées pour les rendre plus efficaces [1], les
approches par échantillonage du type MCMC dans un cadre
BG passent difficilement a I’échelle [10].

Cet article traite de I’estimation non supervisée des para-
metres d’un modele BG. La section 2 décrit un algorithme EM
dans le cas du débruitage. La section 3 étend cette approche aux
problemes inverses linéaires grace a un découplage des étapes
d’inversion de données et de débruitage, inspiré de [8]. Ces
méthodes sont évaluées sur des problemes de débruitage et de
déconvolution dans la section 4.

2 Débruitage de signaux BG

On considere d’abord le probleme de débruitage y = x + e
(H = Iy, avec N = Ny = Ny). On suppose que X suit une
loi BG, x ~ BN (p,0,021y), i.e. pourtout n € {1,..., N},

2

1 T,
panlp. k) = (L= p)3(@n) + s en (5 ) O

x



ot § est la distribution de Dirac. Les parameétres p € (0,1) et
o2 contrdlent respectivement le dégré de parcimonie du signal
et la dispersion des valeurs non nulles. Le bruit est supposé
blanc, gaussien et indépendant de x : e ~ N(0, 021 y).

2.1 Algorithme EM

Le but est d’estimer 6 = (02, p,02) en maximisant la vrai-
semblance des données p(y|f). En considérant x comme une
variable cachée, on obtient 1’algorithme EM :

plt+1) — argmin Eyy o) [L(y, x[0)] . @
0

ou L(y,x|0) = —logp(y,x|0). Les propositions 2.1 et 2.2,
démontrées dans notre article [7], résument les étapes E et M,
2) = exp (- (z—u)z)

\/21r02 P 202 )
Proposition 2.1 (Etape E pour le débruitage de signaux BG).
Soient ) = {Ugm,p(t), 0'3:“)
litération t. On pose

avec la notation N, (11,0

} les paramétres du modele a

PN, (0,027 + 52
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avec C une constante qui ne dépend pas de 6.

Notons que d’apres la loi de Bayes, ¢>$f ) est égal a la proba-
bilité a posteriori p(x, # Olyn, ™) du support de x.

Proposition 2.2 (Etape M pour le débruitage de signaux BG).
Les parametres estimés a l'itération t + 1 s’écrivent :

0 _L g0 g2 o 2 S o
p _N Z ¢n y Og =v Np(H.l) Z n¢
n=1 n=1
N N
0_2(1,+1) :l Z J721 B QM(t) Zy%(ﬁ(f) +p(t+1)02(r,+1)
e N — N i e x

n=1

2.2 Méthode des moments

L’algorithme EM présente des garanties de convergence vers
un maximum local de p(y|6). Pour I’initialiser, on exploite le
fait que y est un mélange de gaussiennes centrées de covariance
21y et (02 +02)1y, avec les poids 1 — p et p. Les paramétres
0 sont estimés a partir des moments d’ordre pair de y.

Proposition 2.3. L’estimateur des moments pour le débruitage
de signaux BG est donné par

o ]WQ—O’(% 2 ]\14/3—]\/120'{2 2

T 62 T My—g2 UC

(022 4 Mo /5= MMy , _ Mo/5Ma — Ma/3
e 3M2Z - M, ¢ 3M2 — M,

N
N Xn Yn
Preuve. On exprime les moments E, [y*] d’ordre k = 2,4,6

en fonction de 6 et résout le systtme. Les moments E,, [y¥]
sont remplacés par les moments empiriques M. O

avec My, =

Une fois les parametres 6 estimés par ’algorithme EM, on
s’intéresse aux estimateurs (supervisés) de x, i.e., le MAP mar-
ginal (MMAP) et la moyenne a posteriori (MMSE) [15]. Le
MMAP estime en premier lieu le support de x par marginali-
sation des amplitudes, et le MMSE effectue une moyenne des
estimés de x sur I’ensemble des supports possibles. L’estima-
teur du MMAP s’écrit [15] :

x e

p y A
MMAP __ UT:_“‘;yn si |yn|>)\MMAP
() VSRR )
0 sinon
avec
o? 1-— 2
NMAP 9528 4k (—p 1+"_> ©)
o3 p o2

L’estimateur de la moyenne a posteriori est donné par
MMSE t
ap! M5E = oDy, ™

3 Extension aux problemes inverses

L’algorithme EM de la section 2 conduit a des calculs in-
solubles pour des problemes inverses plus généraux que le dé-
bruitage, car I’étape E nécessite de calculer une espérance par
rapport a tous les supports possibles pour x [5]. Nous propo-
sons de reformuler le probleme (1) pour faire apparaitre un
sous-probleme de débruitage parcimonieux dans 1’esprit des
travaux [8] dédiés a la restauration d’un signal dans une base
d’ondelettes. On introduit le signal latent z € R™x tel que :

y=Hz+n,z=x+b ®)
o b ~ N(0,02Iy,) et n ~ N(0,02Iy, — cfHHT) sont
. . 2 . 2
indépendants, avec o} =TTy

Les hyperpamétres du probleme sont 6 = (o2, p,02), olt o
se déduit de o, comme indiqué ci-dessus. En considérant x
comme variable cachée, 1’algorithme EM s’écrit :

min Ex|y,z(‘),9“) [* IOgP(Y»X»ZW)]‘ ®

z,0

Comme p(y, x,z|0) = p(y|z, 0)p(z, x|0), (9) devient :

min { ~tog y12, (42)) + i (B g (202, x10)]



ot (02)) = [HHT|(07)"" et min(Eyjz o) [£(2,]6)])

est le probléme de débruitage en z(*), voir section 2. Soit §(*+1)
I’estimée courante de 6 et X(1) = Eyjz 000 [X] Pestimateur de
la moyenne a posteriori du probléme de débruitage d’un signal
BG 4 partir de z(*), donné par (7). En exploitant la linéarité de
I’espérance, la minimisation en z devient simplement

min — log p(zly, %), H(H'l)) . (10)

p(zly, x®),0(+1D) étant gaussien, le minimiseur, noté z(*+1),
peut s’écrire [13]

1

(t+1) o) o+ T (1o

z =x" + H (y Hx ) (11)
[HHET||

L’ Algorithme | résume 1’algorithme EM obtenu.

Algorithme 1: Algorithme EM pour les problemes in-
verses avec un a priori BG.

Résultat: Estimation des parametres du modele.
t=0,z0 =0,x" = 0;
Tant que ¢ < NNV, faire
- 1 T .
z(t+1) — x(®) evseards! (y — Hx®);
Estimer #(**1) en utilisant prop.2.2 avec y = z(*) ;
x(t+) — |
t=t+1;
fin

x|z(t+1) g(t+1) [X];

Cet algorithme a pour but de fournir une estimation des pa-
rametres p et o2 du prior BG ainsi que de la variance 02 =
o2||HHT|| du bruit. De plus, par construction, I’algorithme
fournit une estimation de x au sens de la moyenne a posteriori,
E [x|z(t)} . On peut aisément calculer le seuil du MAP margi-

nal (6) obtenu pour le débruitage de z(*), noté ensuite \MM AP,

4 Résultats expérimentaux

On évalue la méthode proposée sur des problemes de dé-
bruitage de signaux et de déconvolution avec des images BG
simulées et des images naturelles. On simule a chaque expé-
rience 100 réalisations d’images de taille 2562 et/ou de bruit
avec p € (0,1), 02 = 1 et o2 choisi afin de fixer un SNR
cible (input SNR) iSNR = 10 log,,(||[Hx||?/||e||?). Pour les
images naturelles, x rassemble les coefficients en ondelettes,
supposés parcimonieux. La transformée est de Daubechies-4
avec redondance par cycle spinning. L’algorithme | est initia-
lisé par 'image nulle. Les résultats sont évalués en termes de
SNR en sortie, 0SNR = 10 logy,(||Ix[*/||x — %/|?), ot % est
I’estimée de x. Les expériences ont été faites en Python sur un
Intel Core i7 CPU a 1.8 GHz avec 16 GB de RAM.

4.1 Débruitage

La Fig. | illustre la capacité d’estimation des parametres de
signaux simulés de la méthode donnée a la Prop. 2.2 dans le

cas du débruitage. La mesure affichée est I’erreur relative, i.e.
|0; — 6;]/6;, avec 0; le paramétre estimé.
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Colorbar scale
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FIGURE 1 — Estimation des parametres en débruitage.

La Fig. 2 représente les performances en débruitage de si-
gnaux simulés pour p = 0.01 avec trois iSNR différents. A
iSNR fixé, I’approche proposée est comparée a son pendant
supervisé (courbes en trait plein), c’est a dire aux résultats de
seuillage dur obtenus apres convergence pour différentes va-
leurs de I’hyperparamétre A, cf (2). Ces résultats sont compa-
rés a I’estimateur de la moyenne a posteriori en sortie d’EM (
traits horizontaux pointillés). Enfin la valeur du seuil MAP es-
timé en sortie d’EM est materialisé par une étoile. Remarqua-
blement, les performances obtenues par débruitage non super-
visé (en terme de oSNR) sont égales ou proches des meilleurs
résultats possibles par débruitage supervisé.

EM (ISNR=0.0dB)

*
L B

EM (15NR=5,068)
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FIGURE 2 — Comparaison en débruitage de signaux simulés.

En débruitage d’images naturelles, la méthode proposée per-
met d’atteindre automatiquement un oSNR proche du résultat
optimal obtenu par seuillage dur, voire supérieur, soit par 1’es-
timateur obtenu en sortie d’algorithme, soit par sélection auto-
matique du seuil.

e EM (SNR=0.008)
—u
* A
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FIGURE 3 — Comparaison en débruitage d’images.



4.2 Déconvolution

Dans cette partie, I’opérateur H résulte de la combinaison
d’un filtre passe-bas de la forme K ( f(pr,py)+0 ’

P (P, py) (pz,py)—0.5 Nay
(0,7m)dxzdy, ot n) est un parametre d’étalement, et de I’opérateur
de synthese de la transformée en ondelettes redondante pour les
images. Les images sont simulées comme précédemment. La
Fig. 4 montre I’erreur relative vis-a-vis de chaque parameétre.

On peut noter que I’estimation se dégrade pour > 0.3.

P — Bl/p

ISNR(dB)
5
°

0.001 0.004 0.022 0.105 0.5
n

10x — Ol/o

Colorbar scale
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20.0
0.001 0.004 0022 0.105 05
n

FIGURE 4 — Estimation des parametres en déconvolution.

La Fig. 5 compare I’approche proposée avec la minimisation
{y faite par algorithme IHT [12]. Pour des noyaux larges, le
0oSNR donné par I’estimateur MMAP en minimisation ¢, avec
A donne de meilleurs résultats que I’estimateur de la moyenne
a posteriori. L'EM non supervisé fournit une valeur de A perti-
nente pour égaler le meilleur oSNR de la minimisation ¢;.

&K

EM (7=0.1)

FIGURE 5 — Déconvolution de signaux simulés.

Pour les images, on peut voir sur la Fig. 6 que les estimations
en sortie d’algorithme ou par sélection automatique de A sont
comparables. Contrairement aux signaux simulés, les résultats
sont moins sensibles aux erreurs d’estimations des cartes d’ac-
tivations des coefficients, le SNR étant calculé dans le domaine
image et non dans le domaine ondelette.

5 Conclusion

Cet article présente un algorithme entierement non supervisé
pour estimer les parametres d’un modele BG en probleme in-
verse. En débruitage, I’estimateur de la moyenne a posteriori
atteint le meilleur oSNR comme attendu. En déconvolution, un
algorithme itératif de type "ISTA" est obtenu avec une évalua-
tion automatique du seuil A utilisée dans le seuillage dur ité-
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— 1
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FIGURE 6 — Déconvolution d’images.

ratif. Par la suite, une comparaison avec des méthodes bayé-
siennes [4, 16] sera menée.
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