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Résumé

Nous présentons une nouvelle région de sûreté
(safe region) pour la mise en oeuvre de techniques
d’“élimination sûre de variables” (safe screening)
pour le problème LASSO. La région proposée a une
géométrie de dôme et exploite une représentation ca-
nonique de l’ensemble des demi-espaces contenant l’en-
semble réalisable du problème dual. Nous montrons
que la région proposée est toujours incluse dans la
“sphère GAP” et le “dôme GAP” introduits par Fer-
coq et al. (et strictement sous certaines conditions non
restrictives), tout en induisant la même complexité cal-
culatoire. Les expériences numériques démontrent que
notre nouvelle région de sûreté permet de concevoir
des règles d’élimination de variables plus efficaces que
celles basées sur les régions GAP et conduit à une
accélération significative de la résolution de LASSO.

Mots-clef : LASSO, réduction de dimensionalité,
élimination de variables, safe screening.

1 Introduction

Le terme “représentations parcimonieuses” désigne
une méthodologie populaire en apprentissage auto-
matique et en traitement du signal consistant à
décomposer un vecteur y ∈ Rm en une combinaison
linéaire de quelques colonnes (ou atomes) d’une ma-
trice (ou dictionnaire) A = [a1, . . . ,an] ∈ Rm×n. Une
approche classique pour calculer une représentation
parcimonieuse d’un vecteur y ∈ Rm consiste à résoudre
le problème LASSO :

x⋆ ∈ argmin
x∈Rn

P (x) ≜ 1
2∥y −Ax∥22 + λ∥x∥1 (1)

où λ > 0 [1]. Il existe de nombreux algorithmes
pour approcher numériquement ce problème, voir par
exemple [2–4]. Néanmoins, lorsque les dimensions du
problème augmentent, la résolution de (1) peut induire
des complexités calculatoires importantes et mettre à
l’épreuve l’efficacité des techniques d’optimisation clas-
siques. Ce constat a motivé le développement de nou-
velles méthodes d’accélération pour LASSO.

Une approche de référence dans ce domaine est la
méthode proposée par El Ghaoui et al. dans [5] et
connue sous le nom d’“élimination sûre de variables”
(safe screening en anglais). Cette méthode consiste à
concevoir des tests simples permettant d’identifier les
entrées nulles (c’est-à-dire, les variables inactives) des
minimiseurs de (1). Cette connaissance peut ensuite
être exploitée afin de réduire (de manière potentiel-
lement significative) la dimension du problème d’op-
timisation en éliminant les colonnes du dictionnaire
pondérées par zéro. Ce type de méthodes a suscité un
vif intérêt de la communauté scientifique ces dernières
années, voir par exemple [6–17].

Les méthodologies standard d’élimination sûre de va-
riables exploitent le concept de “région de sûreté” (safe
region en anglais), à savoir un sous-ensemble de l’es-
pace dual contenant la solution du problème dual de
LASSO [18, Section 4]. Le choix d’une région de sûreté
pertinente est crucial pour l’obtention de bonnes per-
formances d’élimination de variables. En effet, il existe
d’une part un lien entre le volume de la région de
sûreté et l’efficacité du test résultant [18, Lemma 1].
D’autre part, le coût calculatoire du test d’élimination
est généralement lié à la géométrie de la région de
sûreté. Par conséquent, les régions de géométrie “sim-
ple”, telles que les sphères [5–9] ou les dômes [12, 13],
sont généralement privilégiées dans la littérature.

Une méthodologie de référence pour trouver un bon
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compromis entre ces deux exigences a été proposée
dans [8] : les auteurs ont introduit deux nouvelles
régions de sûreté (appelées “sphère GAP” et “dôme
GAP”) dont les rayons sont proportionnels au saut de
dualité atteint par le couple primal-dual utilisé pour
construire la région. Une propriété importante de ces
régions est donc la suivante : leur rayon tend vers
0 lorsque le couple primal-dual considéré dans leur
construction tend vers une solution primale-duale du
problème LASSO.

Dans ce papier, nous présentons une nouvelle région
de sûreté possédant également cette propriété. Nous
démontrons que la région proposée est toujours incluse
dans les deux régions GAP mentionnées ci-dessus tout
en induisant la même charge calculatoire.

Le reste de l’article est organisé de la façon sui-
vante. Les notations utilisées tout au long du pa-
pier sont définies dans la prochaine partie. La par-
tie 3 introduit le problème LASSO et les méthodes de
suppression sûre de variables. Dans la partie 4, nous
détaillons la construction de notre nouvelle région de
sûreté. Les simulations numériques décrites dans la
partie 5 illustrent la pertinence de l’approche proposée
et démontrent des gains significatifs par rapport aux
tests basés sur les régions GAP.

2 Notations

Les lettres grasses minuscules (par exemple x) et
majuscules (par exemple A) sont respectivement uti-
lisées pour désigner les vecteurs et les matrices. Le
symbole 0n fait référence au vecteur nul de Rn. ⟨·, ·⟩
désigne le produit scalaire usuel entre deux vecteurs.
La ième entrée du vecteur x est notée x(i). Les lettres
majuscules rondes (par exemple S) sont utilisées pour
représenter des ensembles.

3 Autour du problème Lasso

Dans cette partie, nous présentons quelques éléments
d’analyse convexe particularisés au problème (1) et
rappelons les principaux ingrédients des méthodes
d’élimination sûre de variables pour LASSO.

3.1 Dual et conditions d’optimalité

Notons d’abord que le problème (1) admet au moins
un minimiseur puisque la fonction P (·) est continue,
propre et coercive [19, Theorem 2.14]. Le problème dual

de (1) s’écrit

u⋆ = argmax
u∈U

D(u) ≜ 1
2∥y∥

2
2 −

1
2∥y − u∥22 (2)

où U ≜ {u ∈ Rm : ∥ATu∥∞ ≤ λ} est l’en-
semble réalisable du dual [20, Appendix A]. Puisque
U est fermé et que D(·) est strictement concave, le
problème (2) admet un unique maximiseur u⋆.
Comme (1) est convexe et la condition de Slater est

vérifiée, il y a dualité forte entre les problèmes (1) et
(2), c’est-à-dire

∀x ∈ Rn,∀u ∈ U : gap(x,u) ≜ P (x)−D(u) ≥ 0 (3)

avec égalité si et seulement si (x,u) est une solution
primale-duale, voir par exemple [19, Theorem A.2].
De plus, tout couple optimal (x⋆,u⋆) doit vérifier les
conditions suivantes [20, Section 2] :

u⋆ = y −Ax⋆ (4)

et

⟨ai,u⋆⟩ =

{
λ sign(x⋆(i)) si x⋆(i) ̸= 0,

s ∈ [−λ, λ] sinon
(5)

pour tout i = 1, . . . , n. On déduit facilement de ces
conditions que x⋆ = 0n est l’unique solution de (1) si
et seulement si

λ ≥ λmax ≜ ∥ATy∥∞ (6)

où ∥·∥∞ désigne la norme ℓ∞ d’un vecteur.

3.2 Élimination sûre de variables

Les tests d’élimination sûre de variables découlent
directement de la condition d’optimalité donnée en (5)
et s’écrivent :

|⟨ai,u⋆⟩| < λ =⇒ x⋆(i) = 0. (7)

Si l’inégalité du côté gauche de (7) est vérifiée pour un
indice i, la colonne correspondante de A peut donc être
éliminée sans impacter la valeur du minimum de (1).
Bien que le calcul de u⋆ soit (généralement) aussi

complexe que la résolution de (1), une version relâchée
de (7) peut être obtenue lorsqu’une région R ⊆ Rm

contenant u⋆ (appelée “région de sûreté” ou “safe
region” en anglais) est connue. Plus précisément, si
u⋆ ∈ R, on déduit de (7) l’implication suivante :

max
u∈R

|⟨ai,u⟩| < λ =⇒ x⋆(i) = 0. (8)
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Du point de vue de l’efficacité de détection des zéros de
x⋆, la région R se doit d’être choisie aussi petite que
possible. En particulier, si R ⊆ R′ alors

max
u∈R′

|⟨ai,u⟩| < λ =⇒ max
u∈R

|⟨ai,u⟩| < λ. (9)

En d’autres termes, le test d’élimination de variables
se basant sur la région R détectera toujours au moins
autant de zéros que celui exploitant la région R′.

Du point de vue de la complexité, le coût du test (8)
dépend principalement de l’évaluation de la quan-
tité maxu∈R |⟨ai,u⟩|. Pour réduire le coût de cette
opération, une stratégie simple consiste à construire des
régions de sûreté ayant des géométries “bien choisies”.
Les deux régions les plus plébiscitées dans la littérature
sont les sphères et les dômes.
Les régions de type “sphère” sont définies par un

centre c ∈ Rm et un rayon R ≥ 0 :

R = B(c, R) ≜ {u ∈ Rm : ∥u− c∥2 ≤ R}. (10)

Ainsi, lorsque R est une sphère, le côté gauche de (8)
devient :

max
u∈B(c,R)

|⟨ai,u⟩| = |⟨ai, c⟩|+R∥ai∥2. (11)

En d’autres mots, la solution du problème de maxi-
misation peut être calculée en forme fermée. Son
évaluation ne nécessite alors que le calcul d’un produit
scalaire entre ai et c.
Un autre choix populaire de géométrie est la région

en forme de “dôme”. Un dôme est défini comme l’in-
tersection d’une sphère et d’un demi-espace :

R = D(c, R,g, δ) ≜ B(c, R) ∩H(g, δ) (12)

où g ∈ Rm, δ ∈ R et 1

H(g, δ) ≜ {u ∈ Rm : ⟨g,u⟩ ≤ δ}. (13)

Dans ce cas, le côté gauche de (8) admet également
une solution en forme fermée, voir [20, Lemma. 3]. Plus
précisément, on a

max
u∈D

|⟨ai,u⟩| = max

(
max
u∈D

⟨ai,u⟩,max
u∈D

⟨−ai,u⟩
)

et pour tout vecteur a ∈ Rm \ {0m} et dôme D ≠ ∅,
on vérifie que

max
u∈D

⟨a,u⟩ = ⟨a, c⟩+R∥a∥2f(ψ1, ψ2), (14)

1. Lorsque g = 0m, notre définition implique que H(g, δ) est
soit égal à Rm si δ ≥ 0, soit vide si δ < 0.

où

f(ψ1, ψ2) =

{
1 si ψ1 ≤ ψ2,

ψ1ψ2 +
√
1− ψ2

1

√
1− ψ2

2 sinon

ψ1 =
⟨a,g⟩

∥a∥2∥g∥2
, ψ2 = min

(
δ − ⟨g, c⟩
R∥g∥2

, 1

)
.

Le coût associé à l’implémentation de (14) est princi-
palement dominé par l’évaluation des quantités ⟨g, c⟩,
⟨a, c⟩ et ⟨a,g⟩. Les tests basés sur un dôme sont donc
plus coûteux à mettre en œuvre que les tests basés sur
des sphères. Toutefois, comme la géométrie des dômes
permet (généralement) d’obtenir des régions de sûreté
plus petites, les performances de détection sont aussi
potentiellement bien meilleures.

3.3 Régions GAP

Pour finir la partie 3, nous présentons les expressions
des deux régions de sûreté proposées dans [8] et aujour-
d’hui considérées comme “état de l’art”. La première
région prend la forme d’une sphère et est connue sous
le nom de “sphère GAP” dans la littérature. Elle est
définie par le choix suivant de paramètres :

c = u (15)

R =
√
2gap(x,u) (16)

où (x,u) est un couple primal-dual réalisable et
gap(x,u) désigne le saut de dualité rappelé à
l’équation (3). La seconde région a la géométrie d’un
dôme et est connue sous le nom de “dôme GAP”. Elle
est définie par l’ensemble de paramètres suivants :

c = 1
2 (y + u) (17)

R = 1
2∥y − u∥2 (18)

g = y − c (19)

δ = ⟨g, c⟩+ gap(x,u)−R2 (20)

où (x,u) est un couple primal-dual réalisable. Dans la
suite, afin de souligner explicitement leur dépendance
vis-à-vis du choix du couple primal-dual réalisable
choisi, nous dénoterons (avec un léger abus de nota-
tion) la sphère GAP et le dôme GAP respectivement
comme suit : Bgap(x,u) et Dgap(x,u).

Bien que le résultat ne soit pas rendu explicite
dans [8], on démontre facilement l’inclusion [21, Ap-
pendix B]

Dgap(x,u) ⊆ Bgap(x,u). (21)

Les deux régions GAP voient également leur rayon 2

tendre vers 0 lors que le couple (x,u) tend vers une

2. Voir (31) pour une définition du rayon dans le cas général.
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solution primale-duale de LASSO. Notons que dans le
cas particulier où (x,u) = (x⋆,u⋆), les deux régions
GAP sont réduites au singleton {u⋆} et les tests
d’élimination à (7).

4 Le dôme de Hölder

Dans cette partie, nous présentons notre nouvelle
région de sûreté baptisée “dôme de Hölder”. La
construction du dôme exploite une caractérisation de
la forme canonique des éléments de l’ensemble suivant :

G ≜ {(g, δ) ∈ Rm × R : ⟨g,u⟩ ≤ δ ∀u ∈ U}, (22)

c’est-à-dire l’ensemble (des paramètres) des demi-
espaces contenant l’ensemble réalisable U . Dans la
suite, nous appellerons “demi-espace à coupe duale”
tout demi-espace généré par un élément de G. Le
lemme suivant fournit une représentation canonique
des éléments de G :

Lemme 1.

G = {(Ax, δ) : x ∈ Rn, δ ≥ λ∥x∥1}. (23)

Une preuve de ce résultat est disponible dans [21, Ap-
pendix A-A].

Nous décrivons maintenant le premier résultat de cet
article qui est une nouvelle région de sûreté de type
dôme, nommée “dôme de Hölder”. La définition de ce
dôme est formulée dans le théorème suivant :

Théorème 1. Soient x ∈ Rn, u ∈ U et

c = 1
2 (y + u) (24)

R = 1
2∥y − u∥2 (25)

g = Ax (26)

δ = λ∥x∥1. (27)

Alors
u⋆ ∈ D(c, R,g, δ). (28)

Le lecteur trouvera la preuve de ce résultat dans [21,
Appendix A-B]. Remarquons que la sûreté de la
région H(Ax, λ∥x∥1) peut être vue comme une simple
conséquence de l’inégalité de Hölder :

⟨Ax,u⋆⟩ = ⟨x,ATu⋆⟩ ≤ ∥x∥1∥ATu⋆∥∞ ≤ λ∥x∥1,

où la dernière inégalité provient du fait que u⋆ est
réalisable pour le problème (2). Cette observation sous-
tend l’appellation “dôme de Hölder” pour la région
de sûreté proposée. Le lecteur remarquera également

que, à l’image des régions GAP, le dôme de Hölder est
complètement spécifié par le choix d’un couple primal-
dual réalisable (x,u). Dans la suite, nous utiliserons
donc la notation DHölder(x,u) pour le désigner.
Notons que la définition de DHölder(x,u) ne diffère

de celle de Dgap(x,u) que par le choix du demi-espace
H(g, δ), où la caractérisation canonique de G donnée
dans le Lemme 1 est directement exploitée. Notre pro-
chain résultat montre que ce choix est bénéfique au
regard de la taille de la région de sûreté :

Théorème 2. Pour tout x ∈ Rn, u ∈ U :

DHölder(x,u) ⊆ Dgap(x,u). (29)

Par ailleurs, si P (x) < P (0n) et (x,u) n’est pas une
solution primale-duale, alors l’inclusion est stricte.

La preuve de ce résultat est détaillée dans [21, Ap-
pendix A-C]. Le Théorème 2 montre que le dôme
de Hölder est nécessairement contenu dans le dôme
GAP. Par conséquent, (9) implique que les tests
d’élimination sûre basés sur le dôme proposé se-
ront toujours au moins aussi performants que ceux
basés sur les régions GAP. Nous notons également
que la condition “P (x) < P (0n)”, assurant que
DHölder(x,u) ⊂ Dgap(x,u), n’est pas contraignante
et est généralement vérifiée en pratique. C’est par
exemple le cas lorsque les itérés {x(t)}∞t=1 d’une
procédure d’optimisation initialisée à x(0) = 0n et di-
minuant la fonction de coût de manière monotone sont
utilisés pour définir le point primal x intervenant dans
la construction du dôme.

5 Expériences numériques

Cette partie présente une étude empirique
démontrant la pertinence du dôme de Hölder introduit
dans la partie 4. 3 Pour les deux expériences, notre
configuration de simulation est la suivante. Les dimen-
sions du problème sont fixées à (m,n) = (100, 500).
Des nouvelles réalisations de A et y sont générées
pour chaque répétition de l’expérience. L’observation
y est simulée selon une loi uniforme sur la sphère unité
de Rm et le dictionnaire A satisfait soit : i) les entrées
sont des réalisations i.i.d. d’une loi Normale centrée
réduite ; ii) A a une structure Tœplitz, c’est-à-dire les
colonnes sont des versions translatées d’une courbe
gaussienne. Dans les deux cas, les colonnes de A
sont ensuite normalisées de sorte que ∥ai∥2 = 1 pour
tout i. Nous appellerons respectivement ces deux
configurations “Gaussien” et “Tœplitz” dans la suite.

3. Le code est disponible à l’adresse suivante : https://

gitlab.inria.fr/cherzet/holder-safe.
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Figure 1 – Valeur du rapport (30) en fonction du saut
de dualité obtenu par (x,u) pour les deux dictionnaires.
Chaque courbe correspond à une valeur du ratio λ/λmax

(la valeur est indiquée le long de la courbe).

5.1 Comparaison des rayons

Dans une première expérience, nous étudions la
différence de taille entre les dômes de Hölder et GAP.
Plus précisément, nous évaluons le rapport

Rad(DHölder(x,u))

Rad(Dgap(x,u))
(30)

pour différents choix de x ∈ Rn et u ∈ U , où Rad(S)
désigne le rayon de l’ensemble S :

Rad(S) ≜ sup
u,u′∈S

1
2∥u

′ − u∥2. (31)

La Figure 1 indique la valeur moyenne du rapport (30)
en fonction du saut de dualité obtenu par (x,u) pour
les deux dictionnaires considérés et trois valeurs du
rapport λ/λmax. Les résultats ont été obtenus en fai-
sant la moyenne sur 50 réalisations. Comme attendu
(cf. Théorème 2), le rapport des rayons est toujours
inférieur à 1. On observe également que le rayon du
dôme de Hölder est jusqu’à 0.6 plus petit que celui du
dôme GAP. Curieusement, toutes les courbes semblent
converger pour nos scénarios de simulation vers une va-
leur du rapport des rayons proche de 0.7 lorsque le saut
de dualité tend vers zéro. La confirmation théorique
que ce comportement reste vrai dans des cas généraux
est une question ouverte que nous traiterons dans de
prochains travaux.

5.2 Profils de performance

Dans cette seconde expérience, nous comparons les
gains de précision obtenus dans la résolution de LASSO
par différentes méthodes d’élimination sûre pour un
budget calculatoire donné. À cette fin, nous compa-
rons trois variantes de FISTA –une méthode standard
pour résoudre (1), voir [3]– où chaque itération de l’al-
gorithme est précédée d’un test d’élimination sûre de

0

50

100

(
)

Gaussien Toeplitz
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Figure 2 – Profils de performance des tests d’élimination
sûre de variables avec différentes régions de sûreté. Chaque
ligne correspond à une valeur différente du rapport λ/λmax.
De haut en bas : 0.3, 0.5, 0.8.

variables basé sur i) la sphère GAP, ii) le dôme GAP,
iii) le dôme de Hölder. Plus précisément, à chaque
itération t, un test est effectué avec une région de
sûreté calculée à partir du couple (x(t),u(t)) où x(t)

est l’itéré courant de FISTA et u(t) est obtenu par une
opération de “dual scaling” de y−Ax(t) (voir [5, Sec-
tion 3.3]). Nous utilisons les profils de performance de
Dolan-Moré [22] pour comparer les trois méthodes.

Nous exécutons chaque méthode avec un budget cal-
culatoire prescrit (le nombre d’opérations en virgule
flottante) sur 200 instances du problème (1). Nous
évaluons ensuite la probabilité (empirique) ρ(τ) qu’un
algorithme atteigne un saut de dualité inférieur à τ
avec le budget disponible. Pour chaque configuration,
le budget est ajusté de sorte que ρ(10−7) = 50% pour
la méthode utilisant le dôme de Hölder.

La Figure 2 montre les profils de performance pour
les deux dictionnaires considérés et différentes valeurs
du rapport λ/λmax. On peut constater que, pour ces
scénarios de simulation, les tests basés sur le dôme de
Hölder améliorent de manière significative la précision
moyenne de résolution de LASSO dans toutes les confi-
gurations considérées sauf une. Nous soulignons que
le cas où les trois régions de sûreté conduisent à
des résultats comparables (dictionnaire Gaussien et
λ/λmax = 0.3) doit être interprété de la façon sui-
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vante : même si les dômes Hölder et GAP permettent
de meilleures performances de détection que la sphère
GAP, les profils résultent d’un compromis entre l’effi-
cacité du test et sa complexité calculatoire. L’analyse
de nos résultats de simulation révèle que pour cette
configuration particulière, davantage d’itérations sont
effectuées (en moyenne) avec la sphère GAP pour le
même budget, malgré des performances de détection
moindre. La précision de résolution de LASSO s’en
trouve par conséquent potentiellement améliorée.

6 Conclusion

Dans cet article, nous avons introduit une nou-
velle région de sûreté (safe region en anglais) de type
dôme qui peut être utilisée pour construire des tests
d’élimination sûre de variables et ainsi accélérer la
résolution du problème LASSO. Nous avons montré
que le dôme proposé est toujours inclus (potentielle-
ment strictement) dans la sphère et le dôme GAP, deux
régions de sûreté considérées comme état de l’art. Les
simulations numériques réalisées ont démontré que la
méthodologie proposée permet des gains de précision
significatifs pour un budget calculatoire donné.
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