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Résumé. On analyse une formulation Arlequin mixte d’un probleme d’élasticité, fondée sur un
raccord H' en «volume». On montre, en continu et en discret (généralement non
conforme), I’existence et 1’unicité d’une solution ainsi qu’une majoration optimale d’erreur,
moyennant une hypothese de compatibilité pour le choix des espaces de discrétisation.

Mathematical analysis of the mixed Arlequin method

Abstract. A mixed Arlequin formulation of an elastic problem based on a “volumic” H'-junction
procedure is analyzed. The existence and the uniqueness of a solution is proved both in
continuous and (generally non-conform) discrete cases, assuming that the finite
dimensional spaces satisfy a compatibility condition. Moreover an optimal error estimate
is derived.

Abridged English version

The Arlequin method [2,3] stands for a framework for multimodel and multiscale formulations of
mechanical problems (see also a recent work of J.-L. Lions [10]). It is based on the following leading
steps:

(i) a superposition of several mechanical states in some zone (the junction zone) of the material system;
(i1) a distribution of the mechanical energies between those states;
(iii) a use of a weak junction to link those states to one another.

In the present Note, we consider a junction using Lagrangian multipliers in the Sobolev space H' and we
look into the existence and the uniqueness of a solution for a linear elastic bidimensional problem defined
over a domain Q = Oy U Qs, where Q; and (), are two distinct bounded and regular domains of R? such
that 25, = 23 N2y is also a non-empty regular domain (see Figure 1). The approximation of the boundary
of the domains being not an intrinsic feature of our subject, it will be assumed that all the domains are
polygonal. In the sequel, for a Sobolev space H™(w), the scalar product and the associated norm will be
denoted by (+|-)m,w and | - |, respectively. Moreover, we will call mixing couple, any couple of piecewise
continuous functions a = (ay, ap) satisfying (4) and (5).



The mixed Arlequin formulation of the linear elastic problem over € results in the equations (1), (2),
(6)—(9), where « and 3 are two mixing couples. By using Brezzi’s theory [5], an existence and uniqueness
result is given in Theorem 1. The coercivity of the bilinear form a(-, ), defined by (7), is established in
a first step and the “Inf-Sup” condition (10) is checked in a second step. The discrete problems obtained
by means of the finite element method are defined by (11), (12). To prove for these discrete problems the
existence and uniqueness result, formulated in Theorem 3, the main additional step consists in proving that,
under regularity hypotheses on the data (particularly for sufficiently regular meshes allowing the use of
interpolation theories and inverse inequalities) and under the (compatibility) hypothesis (13), there exists a
continuous extension operator from Wy, to Wy, (or Wy, ). This result (14) is given in Theorem 2. The
proof relies on:

(1) aregularity result (18) of the solution of Poisson problem (15)-(17);
(ii) an a priori error estimate (20);
(iii) an inverse inequality (21) and the continuity of the trace operator which finally leads to (22).
The steps (18)—(20) are quite similar to those used in [4]. Finally, the optimal error estimate (23) is derived
by using classical considerations (e.g. [12]). To conclude, let us make some remarks:
(i) the usual (and more natural) junction using multipliers in the dual space of H! does not give any hint
about the way to approximate the continuous problem;
(i) the compatibility condition (13) presents no severe inconvenience in practice and the method copes
with the superposition of models with incompatible meshes or kinematics;
(iii) the discrete version is well suited for parallel computation;
(@iv) there is no particular difficulty to extend all the results to three-dimensional case.

1. Introduction

Dans cette Note, nous analysons, pour un probleme d’élasticité linéarisée, une formulation Arlequin
[2,3] dont le couplage est réalisé par une méthode de dualité fondée sur un raccord de type H' (raccord
des déplacements et des déformations). Ceci donne lieu a une formulation mixte. Nous montrons des
résultats d’existence et d’unicité pour le probléme ainsi obtenu, dans les cadres continu et discret.
L’indépendance, dans le cadre discret, des constantes intervenant notamment dans la condition « Inf-Sup »
de Ladyzhenskaya—Babuska—Brezzi [9,2,5] vis-a-vis de la dimension des espaces d’approximation, permet
d’obtenir classiquement une estimation d’erreur a priori optimale (23). Observons qu’un raccord ‘naturel’
par dualité classique (avec des multiplicateurs dans le dual de H') ne pose aucune difficulté en continu
mais ne précise pas la démarche a suivre en discret.

2. Formulation Arlequin-mixte continue

On considere ici (pour la clarté) le cas de deux domaines distincts, bornés et réguliers de R2, notés O
et 2. Leur réunion est notée € et leur intersection, supposée étre aussi un domaine non vide et régulier,
est notée s (cf. figure 1). Les questions liées aux approximations des frontieres des domaines ne faisant
pas partie de nos préoccupations [6], nous supposerons que les différents domaines sont polygonaux. On
s’intéresse au cas d’un solide élastique, en petites perturbations, occupant 1’adhérence de 2. On note Iy la
partie encastrée de la frontiere, supposée étre dans 0€2; et de mesure > 0. Sur la partie complémentaire de
Iy dans 0f2, seule une portion notée I'; C 9€2; est supposée étre chargée par une densité linéique d’efforts,
notée g ; I’autre portion étant libre (cf. figure 1). Cette hypothese sert simplement a réduire les notations.
La densité d’efforts surfaciques est notée f et on suppose que (g, f) € L2(T',) x L%(Q).

Le produit scalaire naturel de I’espace de Sobolev H” (w) et la norme associée sont notés (-|-).m, . et
| - |m.w- respectivement. On introduit les espaces suivants :



r; —-I

Figure 1. — Superposition des domaines.

Figure 1. — Overlapping domains.

le{vle (Hl(Ql))Q; 'ul:OsurFo}7 (1)
Wo=(H'(Q)?, Wuy=H(Qu))’, W=W,xW,, )
Va={veW;VucA, (u|vi—v2)1,0, =0}, (3

ot A =W, ou R, R désignant les mouvements de corps rigides infinitésimaux de €25;.
On appelle couple de mélange tout couple o = (1, a2 ), fonctions continues par morceaux sur €2 ;

ar+az=1 dans ), a;=0 dans\ €;; 4)
deg,c1>0; O0<cp<a;<cp <1 dansQp (1=1,2). (&)
Une formulation Arlequin du probléme, utilisant deux couples de mélange « et 3, est la suivante :

trouver (u,A\) € W x Wy V(w, p) € W x Wy,

a(u, w) + b\, w) + b4, ) = ((w), ©)

aww) = [ aro(u)sew)a+ [ axr(us):elws) o ™

b(p, w) = (Hl\ W1 — Wa)1.0,, 2 ®)

lw)= [ pif widQ+ ﬁzf~wzd9+/ g-w, drl. 9)
N o v,

Pour ce probleme ou nous utilisons des notations classiques et oli nous supposons un comportement
élastique linéaire du matériau constituant, avec les hypotheses de symétrie et de coercivité pour le tenseur
des raideurs élastiques, nous avons le résultat qui suit :

THEOREME 1. — Avec les hypothéses de régularité des données, mentionnées ci-dessus, le probleme
défini par (1), (2), (6)—(9) admet une unique solution (u,A\) € W x W p,.

Démonstration. — Le probleme considéré est de nature mixte. Nous appliquons la théorie de Brezzi [5].
Seules la coercivité et la condition « Inf-Sup » sont établies ici (les autres points étant immédiats).

(1) (Coercivité de a(-,-) sur Vy,,) : nous établissons un résultat plus général (qui nous servira dans
le cadre discret), celui de la coercivité de a(-,-) sur Vi, sous-espace fermé de W. En raisonnant par
I’absurde, on construit une suite dans Vi, normée et notée (v") = (v}, v%) telle que a(v™,v™) — 0
lorsque n — oo. En utilisant le fait que (v™) est normée et I’injection compacte de H' dans L2, nous
déduisons (quitte & extraire une sous-suite, notée encore (v™)) que (v™) converge dans Vi, au sens de L2-
fort. De la coercivité du tenseur des raideurs élastiques et de la stricte positivité de « (5), nous déduisons
que (e(v}),e(v3)) — (0,0), dans (L2)*-fort. L’ inégalité de Korn permet alors d’affirmer que (v™) est de
Cauchy dans Vi et donc converge fortement vers (v1,v2) dans V. En utilisant de nouveau la convergence



vers zéro des tenseurs des déformations, nous déduisons, par passage a la limite forte dans Vg, que (v1,v2)
sont des mouvements de corps rigides infinitésimaux sur 2 x 25. En tenant compte de 1’encastrement
sur I'g, de mesure > 0, et de la définition de Vi, on vérifie successivement que v; = 0, sur 21 et v, =0,
sur £2. Or, la convergence forte de (v™), suite normée dans Vi, implique que le champ limite (v1, v2) est
normé. Dot la contradiction.

Comme V', est un sous-espace fermé de Vi, on a aussi montré la coercivité de a(-,-) sur V.

(ii) (Condition «Inf-Sup») : pour tout & € Wy, on sait ([11] dans le cadre des frontieres régulieres,
[8] pour le cas des frontieres polygonales, considéré ici) qu’il existe un prolongement continu de g a Wo,
noté Pu. Il existe alors une constante C' > 0 ;

‘(H"vl 7’02)1,QM| ‘(I”I"UQ)LQIW| > |(I‘I’|Pl”l’)1,QIW|

Ype Wy, sup > sup > > Clpligy. (10)
veW lvlw vews V21,0 | P10,
v#0 v2#0

ol | - |y désigne la norme de I’espace produit W. On conclut avec le théoréme de Brezzi [5]. O
Notons ici que, dans le cas de ’inclusion (€237 = €21 ou €)5), la condition Inf-Sup devient triviale avec

C =1, dans (10). Dans la suite, nous ne considérons que le cas ou Qs C Q7 et Qpr C Q.

3. Discrétisation

Pouri = 1,2, M, on considere des familles de triangulations de 2; suffisamment réguliéres (pour pouvoir
appliquer la théorie de I’interpolation et les inégalités inverses). On note W, les espaces éléments finis
linéaires conformes associés [6] et on définit les espaces suivants :

W, = Wh1 X WhQ, VW;LM = {'Uh € Wh; V[LhM € WhM, b([LhM,’Uh) = 0}. (11)

Le probleme discret s’écrit alors :

trouver (uh, AhM) eW, x W}LM ; V(wh, uhM) eWy x W}LM,
a(wn, wn) + b(Any, wh) + 0(py,,, un) = €(ws). (12)

Nous supposons que 1’hypothese (de compatibilité) suivante est vérifiée :
Wi SWhjay) ou(Why, CWh,a,,), (13)

ou WhHQM = {’U|QM; v E Whi,}~

Dans un souci de clarté, nous considérerons, par la suite, le cas ot Wy, C Wy, q,,.

Pour établir un résultat d’existence et d’unicité pour le probleme discret, nous énongons alors le résultat
préliminaire suivant (de prolongement continu en discret) :

THEOREME 2. — Avec les hypothéses de régularité du théoréme 1, celles de régularité des triangulations
et I’hypothese (13),
3C > 0 (indépendante de hy et de hyr); Yy, € Wiy, 3vp, € Wih,;
1,00 - (14)

Démonstration. — On observe qu’il suffit d’établir le résultat pour des champs scalaires (que nous
notons gy, €t vp,). Pour cela, la démarche consiste a associer a tout ju5,, € H(2)/), le probleme de
Poisson suivant : (défini sur Qy" = Qo \ Qar (cf figure 1)) :

Vhy = Hhyy dans Qp; et |'Uh2|1792 <C |l"’hM



trouverv € V' ; Yw € W/, (v|w)179/2 =0, (15)
V' ={veH (Q); v="n(un,) sur S}, (16)
W' ={weH" (Q); w=0sur £}. (17)

La frontiere ¥ correspond a Iintersection de 9, avec Qs et v (pn,, ) désigne la trace de pp,,, restreinte
a .. Ce probleme admet une solution unique notée v qui est approchée par vy, solution éléments finis,
définie dans W), o, . En remarquant que vs(1th,,) € HY(X) et en utilisant un résultat de régularité de la
solution du probléme (15)—(17) dans des domaines polygonaux [7,8], nous pouvons affirmer, d’une part,
que v € H=(Q%) (¢ € [0, 1]) et, d’autre part, que :

3C1 > 0 (indépendante de hs et fin,,);  [v]14e.0, < C1 |72(,uhM)|1/2+5’2. (18)

L’inégalité triangulaire et la majoration (18) permettent d’affirmer que :

[onl10, < v —vnl10, + Oy (Hna)! 5 (19)

Pour € € ]O, %] , la régularité des maillages et I’hypothese (13) nous permettent alors d’écrire :
3C3 > 0 (indépendante de ho);  |v — vnl1 ) < C2(h2)®|v]14e 0, (20)

L C
3C'5 > 0 (indépendante de ho et de pp,,); lWZ(MhM)ll/QH’Z < ﬁ 72(/“”“v1)|1/2,2' 20

Nous concluons, en utilisant (18)—(21) et la continuité de la trace, que :

3C4 > 0 (indépendante de ho et hpy);  |vn

1,9, < Calptny 1,00 - (22)
Cette derniere inégalité nous permet alors d’établir, en utilisant I’hypothese (13), que le champ vy, qui
vaut fip,,, sur ps et vy, sur €, vérifie (14), dans sa version scalaire. 0O

Notons que les étapes (18)—(20) sont analogues a celles développées dans [4] pour des problemes de
sous-structuration. Grace au théoreme 2, nous pouvons énoncer le résultat qui suit :

THEOREME 3. — Avec les hypothéses de régularité du théoréme 2, le probléme défini par (7)—(9), (11)
et (12) admet une unique solution (up,Ap,,) € Wp X Wp,,.

Démonstration. — On utilise (i) le fait que VWhM est un sous-espace fermé de Vg et la preuve du
théoreme 1, (ii) le théoréme 2, (iii) le théoreme de Brezzi [5]. O

Les constantes de coercivité et de la condition «Inf-Sup» étant indépendantes de hi, ho et hyy, les
théorémes 1 et 3 permettent d’affirmer (e.g. [12]) que : il existe C' > 0 (indépendante de hq, ho et hpy);

lu —up|lw + A= Ap

1,0 <C{ inf lu—v|lw+ inf [A—p
M vewh| | ueWhM‘

Lo} 23)
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